
Глава ·2 

ФОРМАЛИ3М ХИМИЧЕСКОЙ КИНЕТИКИ 

§ 1. Э.JЕМЕНТЫ КАЧЕСТВЕННОИ ТЕОРИИ 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬИЫХ УРАВИЕНИЙ 

:Мы не ставим своей це.lТ~Ю J];aTb здесь СКОЛЬRо-ниБУЛf., 
полное И3.Т(ОЖGние ОСНОВ начеСТВВНIIОЙ ТОО рип, Его МОГIШО 
нnйти в известных учебниках и монографиях [1-6]. в этом 
параграфе пре;J:лагается лишь кра т}~ая СВОДRа ОСПОВНЫХ ПО~ 
I-IЯТИЙ- своего рода словарь. 

Опиеание «СЛОЖНОГО» поведения химических реакций ВО 
времени возможно лишь в РЮ-Iках нестаuионарных Rинети­

ческих моделей. Они предеrавляют собой, как прави;то, еи­
сте:мы оБЫRновенных дифференциальных уравнений вида 

~"; ~ f (с, k), (2.1) 

где с - вентор переменных; k - вектор пара:метров. В пр а­
ПОЙ части (2.1) обычно нет времени t в ЯБНQ:l.I BI~Ae, та'кие 
спсте::vrы называются автономными. 

Фазовым пространством системы (2.1) называют про­
странство векторов С. ТОЧНд В IIСМ задается: координатами 
С 1 , .,., Сп. ~fножество точеI{ фазового пространства представ­
ляет СОВО:КУПI-IОСТЬ :всех возможных СОСТОЮ-ШЙ систе:мы. Фа­
ЗОВЫМ проетранством ),'1ож8'т служить ие ТОЛЬКО векторное 

пространство, но и нс:которая ого часть. ТЮХ 1 для ypaBHeI-IИI:'r 
химической нинетини пеРeI\леппыыи С.'Iужат I{ОIIцептрации 

или ноличества веществ в системе. Их знаЧ8НПЯ не могут 
быть отрицательными. Поэтому естественно ограничиваться-
1пroжеСТВО1\I тех С, у ноторых nс·е I-ЮМПОП8I-1Ты псотрнuа­

теЛЫIЫ: 'C j ~ О. Будем l\Elлее назьшаТТJ тат{Н8 с псотрица-

63 



тельными. Полш-китеЛЫIЫМИ, естествеППО 7 называют те с, 
у которых все КОl\П10IШI-IТЫ по.'loл-штелы-I:: Ci> О. 

-~Травнения химичеСRО:й. :кинетики обладают следующими 
свой.С,твами: для любых неотрицателъпых начальных ус,ловий 
со существует и единствеино решение (2.1) с (t, k. со), нри­
Iпп.1ающее в нача,;тьный },-rомент значения со: с (О, k, со) = СО. 
Решение определено па всей ПОЛOJнителышй ПОЛУОс,и вре­
мени tE [о, 00), является И8ирерывиой и дифференцируемой 
Фун:кцией от t, k, СО н неотрицате:rъно при t ~ О. 

в химнчеСJ\ОЙ н.инетике естественно рассматривать реше­
ния (2.1) для t ~ О па полоj-тI:ите,пыIi! полуоси [О. СХ». Вооб­
ще говоря, функция С (t, k,co) ]НОЖ8Т б'ыть определена и 
при отрицательных t. Однако при э'То::vr величины концентра­
ций l\iOTYT ПРИНИ:\JaТЬ отрицателъные значения, что лишено 
физичеСRОГО смысла. 

Фазовой полутраеRторией (полш-н:ительной) будем назы­
вать :кривую в фазовом пространстве! ТОЧЮI :которой ес'ть 
значения с (t, k, со) при ФIП,сированных k, СО п t Е [о, 00). 
Если С и, k, со) определено (и ииее'Г физический cMbIe.~I) 
таите при t Е (~сю, OJ, ·j,o нужно говорить об отрицатеш:>ной 
полутрае:ктории - зпаче:гшях с ([, k, со) при t Е (-00, О] и 
цело_и траен:тори:н - значениях С (t. k, СI)) при t Е (-оо, оо). 
Двшнение '1'ОЧRИ по фазовой траектории или по.:тутраентории: 
отражает ДЛЯ химичеСRОЙ системы из:меН8пие состава с:мееи 

в ходе реанции. ЧаСТПЫ!\1 случаем фазовой траеRТОРИИ являет­
ся точка покоя (ОС(Jбая ТОЧRа): с (t, k, со) = со: t (со, k) = о. 
Если ДВИЖЮ-IIrе начинается НЗ ТОЧI\И пOIЮЯ, то система в ней 
и остане'ТСЯ. Для закрытой химичеСRОЙ системы, т. 8. систе­
мы, не обменлвающейся вещеСТВО:.'vI с окружающей средой, 
точка покоя называется в ·химии ПQло/КеI-ПI8:vr равновесия, 

для открытой системы - стационаРПЬПf состоянием. Спе~ 
циальная задача - выяснение числа точек ПОБОЛ. О ней 
будет говориться дa:т.ree, прежде всего применительно Т{ ге­
терогенным каталитичеСI{И":\'1 реакциям. 

Важными являются понятия Сй-преде:rьной (i) в смыс.:те 
последней - «от а до (J)}») ТОЧЕН И ;G]-предельного мншн:ества. 
Точка С1 называется w-предельной для решения (2.1) 
с (t, k, СI)), ес:rи: это решение по;:щйдет R С1 с.RОЛЬ угодно 
б;rИЗRО после СRОЛЬ угодно большого ПРО::VlеЖУТRа ВрЮ-I8ПИ, 
Т. е. существ'ует таRая ПОСJ,Щil;оnатеЛЫIQСТЬ {[1, ... ,tn , .. J, tn -+ 

-)- оо, что с (tл, k, Со) -+- С1 • }iножество всех Сй-прецеЛЫ-IЫХ 
'ТочеI{ ЮНI c(t, k., со) пазьшается Сй-ПРlЭде,ТIЬНЫМ :м:ножеСТВОJН 
и обозначается нами (j) (k, со). (j) (k, Со) может состоять из 
одной точюr ПОI{ОЛ - это простейший случай (рис. 2.1, а). 
Оно может само быть зюлнпутой траекторией - преде.тrЬНЫ::lI 
циклом (рис. 2.1_, б). Для СИСТе\i с ДВУМЯ перемепнымп {па 
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Рис. 2.1. ()) - предельные мпошества. 

а _ TO'-ll\a ПОIЮЯ; б - ПРВ;:J.еЛЫIЫЙ ЦЕКЛ; в - аттрактор Лоренца (про­
енция на П:ЮСI"iQС'ГЬ (CI, С,) (1=10, r=30, Ь=8/3). 

плоскости) детальный ана,;IИЗ 'Типичных случаев проведеп 

в монографии [11]. Однако уже ДЛЯ трехмерных с.истем 
'такой анализ не осущеСТВ,1I8Н ДО СИХ пор. СраВRите.:rьно Н8-
Д[ШНО, В 1963 Г.: ЛореНЦО),-I обнаружено, что простая :па ВИД 
спетема трех уравнений [7-9]: с, = ,о(с, - с,); с, = -с, + 
+rc

j 
- СtСЗ ; ё з '= -ЬСЗ + C1CZ (где а, r, Ь - параметры) - И1\-18ет 

предельное ){lножество П80жиданно СЛОЖНОЙ природы. На 
рис. 2.-1, в ПQкаsано, как ведет себя траектория этой систе),1Ы. 
Такое предельное :множество по,;тучило название аттрактор 
Лоренца ({<аттрактор" - от анг,JИЙСКОГО М,О att.l'act)} - притя­
гива'ть). Пре.Целы'.!ые множества, аналогичные аттра:ктору 
Лоренца, называют странными аттран:торюди. 

Важная задача :качественного анализа - ВЫЯСIIение во­

проса о структуре со-предельных множеств системы. R со­
жалеюпо, не существует общего метода решения этой зада­
чи, ИСRлючение составляют, пожалуй, два сл)гчая: детально 
изученный двумерный и МI-югомерный, но вблизи точки ПОКОЯ. 
В послеДИЮi С.тучае прежде всего решаеТСJI вопрос об устой­
чивости точки ПОI-(ОЯ и, в частности, является ли она со-пре­

дельной ДЛЯ близких :к ней начальных данных. Понятие 
устойчивости играет большую роль в R8,чествеиной теОРИJJ, 
поэтому остановиМСЯ на нем подробнее. Есть УСТОЙЧИ:ВОС'ть В 
малом - к достаточно пеБОЛЬШИ),i возмущеНИЯ),i - и YCToiI-
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чивость В 'большо:..v! - R возмущениям конечной заранее за­
данной величины либо (часто) произвольным. Эти виды 
устойчивости не совпадают. Доказав устойчивость СИСТ811Ы 
в :малом, т. 8. существование таного в, что относительно воз­

мущений, меньших 1::, система устойчива, мы еще ничего не 
можем сназать об УС'тойчивости в БОЛЬШО~1. Есть- простая 
:механическал аналог.ия - шарик на дие чашки. Если бы 

стенки чашки были Н80граниченно высоки, ТО при любых 
отклонениях шаРИI{ с:катывался бы на дно (аСИМПТОТl:Iчесв:ая 
устойчивость в большом). Если же ll3ЛТЬ чашу ограниченных 
размеров, то при не:больших ОТI{лонениях шарик вернется н 
исходному состоянию (аСIiМПl'О'тичесная устойчивость в ма­
лом), а при нен:оторых больших - ВЫСКОЧИТ И3 чаши (Т. 8. 
аСIвпrтотичоской устойчивости в БОJIьшо:.vr пет). 

Дадим точные определения. ПУС'ть с (t, k, Со) - решение 
системы (2.1), удовлетворяющее начальному условию С (to) = 
= Со. Это решепие называется устойчивым (по Ляпунову), 
еС.ТПI ДЛЯ любого CI\O,'Ib угодно иалого 8 > О можно ун:азать 
ТaIюе б > О, ЧТО И3 неравенства 

I со -;'01<6 (2,2) 

следует 

I С (1, k, Со) - с (t, k, ;'0) I < с, (2.3) 

где СО 11 СО - переменные еист(3иы в !l10меит t = О в непоз~ 
:lНущеННОi\:I 1I ВО3М"jiЩ8IПЮllf елучаях еоответственно ... 

Решение С (t, k, СI)) называется, аСИJ\:1птотпчеСJ:\И устой­
ЧИВЫМ, если оно УС'тойчипо по .:1ЯПУНОВУ 11 существует такое 
б > O~ ЧТО из нераВ8НСТВй {2.2) следует 

I с (t, k, Со) - с (1, k, .;;) 1-+ о при 1-+ 00. (2.4) 

ПОСI{ОЛЬКУ ТОЧIШ поft:оя - частный с,;тучай траекторий 
С (t, k, со) == Со. приведепные определения устойчивости 
относятся и к ни::vr. Точка поноя устойчива по Ляпунову, 
ес,;ти ДЛЯ любого Е > О существует таное б > О, что после 
отк;тонения от этой точни В предеJIах ве,;-rичины б СИСТЮ1а 

в теЧ8l-ше дальнейшего времени продолжает оставаться вбли­
ЗИ нее -В пределах величины Ь. Точна покоя аСИМПТОТИЧ8-
сни устойчива, если она устойчива по Ляпунову и существу-
81' такое б > О, что ПОСП8 оп-шонения от этой точки в пре­
дез:ах б система' стремится к ней при t --+ 00. 

Есть довольно иного других определений ус'тойчивости, 
которые не Bceгд~ похожи одно на другое. Каждое из них 
выражант :iJ~елаемое СВОЙство исследуемого решения. Хотя 
УСТOI";iчпвость ПО Ляпунову и наЖ8ТСЯ паИlболее естеетвенной, 



o':rra не имеет :места во многих елучаях. Пет определения 
устоичивvсти, ГОДНОГО на все е;rучаи жизни, НеНОТОРЫ8 дру­
гие варианты этого понятия даны в книге ['10] 1 таа же 
ЛШЖНО найти биб.1иографию .на эту тему. 

До сих пор мы определяли устойчивость в малом (<<су­
ществует такое 6, ЧТО ... »), Определение устойчивости в боль­
шом дадим Д;ТЯ точек ПОI{QЯ: точна ПОI\ОЯ Со называется 

аСИМПТQтичеСRИ устойчивой в большом (в целом) в области 
фазового пространства D, если она устойчива по Ляпунову; 
и ДЛЯ любых начальных условий da Е D решеlпiе с (t, k, clo) 
стремится R СО при t -+ 00. 

:Как исследуют нестационаРIIУЮ RипетичеСRУЮ моде;rь, 
желая ВЫЯСНИТЬ, устойчива ли точна покоя в малом? 

Здесь общеупотребительна совокупность ПРИ8i1ШВ, которую 
А. :М. J\tl0лчанов называет {,обрядом»: 

1. Лl'~неаризовать систему: а) ввести нсвые перюnэппые 

§ = с - с, раВ!Iые ОТКо10иеПИЯl\f текущей концентрации с от 
концентраций с в ТОЧI\е ПОI\ОЯ; б) В уравнениях (2.1) пеРСll­
ти ОТ С R s; В) разложить llравые части в ряд по степеНЮ,1 
S и О'Iiбросить неШ1l-Iейиые ч:rены. Полученная л:инеDРllЗ0ван­
нан СИС'I1юш в векторном виде представляется 

dc = Р'" dt ~, 

где Р - матрица частных произвоДных 

р = 31 (с, k) I _ 
дс с=с, 

:или В ноор.динатноЙ форме 

df;' 2:дf.(С,I:)I' 2 1. .,. 

dt =, дс}' _ . C;j. 
'} с=с 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

2. Получить хараRтеристичесн:ое уравнение: это уравне­
ние иногда называется еще веI{ОВЫМ. Оно и::vrеет вид 

det (Р ~ 'АЕ) = О, (2.8) 

где Е - единичная ::\штрица. 
3. Исс:rедоватъ корни хараRтеристичеСRОГО уравнения. 
Между устойчивостью в 1:I:a;:rroM точки покоя исходной 

системы (2.1) и значениями Борней хараl{теристического 
уравнения существует связь. Точна покоя асимптотичеСЮI 
устойчива, если действительные чаети всех корней харю\те­
ристичеСRОГО уравнении (2.8) отрицателыI •. Она неустой­
чива, если действительная часть хотя бы одного из корней 
положительна. Если же неRоторые корни (2,8) чисто l\П-IИ-
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МЫ8, а остальные имеют отрицательную действительную 
часть, то вопрос об устойчивости' нельзя ВЫЯСНИТЬ, fЮЛЬ3УЯСЬ 
только линеЙНЫ~'I приближением. Точка покоя линейной си­
стемы (2.5) при этом устойчива, но не ·аСI'~мптотичеСЮI. 

Покажем смысл «обряда» исследования устойчивости Ба 
ПРИIl'Iере систе:мы с двумя переменными. Пусть дана система 

Введе:vr перю-r8ПНЫ8 Gl = Cf - Ct; G2 =. С 2 - С2. 
J1инеаризовапная система (2.7) имеет ВИД 

Запишем характеристическое ~уравнение: 

(2.9) 

(2. !О) 

(2.11) 

(2.12) 

Ана~из характеристических корней л оиределяет не толь­
КО УС'тойчивость особой точки системы (2.9) в :ушлом, НО и 
характер движения вб.1ИЗИ нее, ее тип. Исс.ТIедуем линейную 
систему (2.10). Для этого рассмотрим ио отдельносги сле­
Дующие случаи. 

1. Корни характеристического уравнения (2.12) действи:­
те.ТIЬИЫ. Возможно несколько вариантов. 

а) '., < О, 1'2 < О, 1., * л,. Решение (2.10) является суммой 
J: ~ л1t I J·2t 

убывающих во времени экспонент ~1 - cl1e --;- сие 
~'lt A2t 

~2 = сне -+- cz2e ,поэтому ИУ;Т8вое решение ,(ТОЧRа покоя) 

устойчиво. Такая особая точна называется УСТОЙЧИВЫМ ,(уз­
ло.м}). Характер траекторий вблизи устойчивого узла ПОRа­
зана на рис. 2.2, а, где и - прямая, задаваемая уравнением 
~JGz = Ctj!CZ1, 11 V - прямая, задаваемая уравнением GJG2 = 
= Си'! C:!z; З;:J;есь для определенности принято "1 < )'2' 

б) л, > О, }" > О, Л, *)" (здесь для опре,~еленности '., > 
> ]"2)' ФаЗ0вые траектории уходят от особой ТОЧIi:И. ЭТО не­
УСТОЙЧИВЫЙ «узел!) (см. рис. 2.2; б). 



Рас. 2.2. Типы стационарных точек на 
ШIOСRОСТИ. 

а, 6, д _ УСТОllчипыi1 узел; -6, г, е - неус­
тоl1ЧИFЫЙ УJел; ж - седло; з - УСТОЙЧИВЫIl 
фоr-;ус: и _ неустойчипый фокус; '/i - центр. 

В)' Лt = ЛЗ = } .. ; л < О. Существуют два различных случая:: 
либо матрица (2,1'1) диагональна 

1I 

ан a,211 111' 011 a2]aZ'2- 0 'А' 

либо ее можно привести R виду 

ll~ ~ll 
линейным преобразованием пере),1еНIIЫХ. В перво:м: случае 
решение имеет ВИД 61 = АеМ, ;62 = Ве'!-.! и траектории Be;::I;YT 
себя, как IIоказана на рис. 2.2, д. Во втором случае 

61 = Cl1e'!-.t + Cj2te~·t, ~2 = с 2i елl + сз2tе"t. 
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Харантер траенторий по-казап па рис. 2.2~ в, где v ~ прш"шя, 
задаваемая уравненнем ~f/S2 = С 1 2/ CZ2. В обоих спучаях точ­
ка покоя наsьшается "также 'J'стоfiЧliВЫ.i\-I «(увлом~~. 

г) ;'01 = Л2 = Л, J., > О. Эта ситуап,ИЯ отличается от прецы­
{сущей измепением папраВЛ8I-IlIН движения. Фазовые траек­
тории УХОl~ЯТ от особой ТОЧ1{П (рис. 2.2, г, е), ноторая назы­
вается пеустойчпвым узлом. 

д) парни имеют разпые 3НЮШ (например, /vf > О, ?~2 < 
< О). ОБIцее решение ес'ть сумма эн,спонент' с показателями 
разных зпаI-ЮП. Особая ТОЧJ-\а неустойчива, так нан с точени­
ем времени преО'.блалаюш,им будет член с полш-кнте.l ьны:vr 
ПОRавателем. Тат-шя особая точка пазьшается «сед,;тюо> (СМ. 
рпс. 2.2, ж). 

2. Норни и:иеют мпи:иую часть. Возможны следующие 
слу'Чаи. 

а) Веществеl-шая часть корпя отрицательна. Решения 
имеют вид затухающих НОJIебаниЙ. Фазовые траектории­
скручивающиеся спира;:rи, а особая ТОЧ1':а - устойчивый (Iфо­
"у"» (СМ. рис. 2.2,з). 

б) Веществеllпан ЧПСТЬ I-ЮРПЯ 
случае спирали раснручпваIOтея, а 

чипыi\ «фонус» (СМ. РИС. 2.2, и). 

ПОЛОffiительпа. В этю{ 
особая точна ~ неустой-

в) Деi-Ic'твите,пьная часть норней равпа пулю. TpaeHTO~ 
рин - ЭШlИпсы, ВЛQl-н:еНJ-Iые друг в .друга с центром в нуле 

(СМ. рис. 2.2, ,,). Особая точка (2.10) называется центром. 
Д;rя ШНJейпой: систе;:"1Ы J~er-IТр устойчив, но пе асп:уrпТОТII­
чески. Если наша цель ~ исслецование нелинейпой системы, 
а линейная получена в ходе {<обряда», то про устойчивость 
такой особой ТОЧЮ1 по линейно:му приближению сказать ниче­
го пе.1Ь3Я. Это связано с тем, что .т:побая добаюш:к (2.10) может 
превратп:ть центр в аспмптотнчески устоi;'IЧИВУЮ И,;IИ, наобо­
рот, неустойчивую вовсе ТОЧI~У пон:оя. Поэтому центр пазы­
вается негрубой. ТОЧRОЙ. ДЛЯ грубых точек ппд фазового 
портрета нечувствителеп н: пебольши:.vr изменениям пара мет­
ров. Распространенные термины «(ГРJlбаю>, {шегрубаю> точки 
прннадлежат А. А. Андропо-ву. 

Иссле1\ованне устойчивости точеR пон:оя в :\1аЛО1\1 по ли":' 
ней:пому приближению пе представляет принципиа.1ЪНЫх. 
затруднений - ОНИ В03I-ППШЮТ лишь В тех случаях, :когда 

дейс'гвительuыс части харантеристичеСRИХ норпей равпы ну­
:IIО. Сложнее обстоит де:1О с :исс;rедование:[\"r УС'тойчивости в 
большом ~ в наперед заданной области .Тlибо во всем фазо­
вом пространстве. ЧаШ:,е всего дон:азать устойчивость в боль­
шом удается с помощью соответствующим обраЗ0М подобран­
ной фУНRЦИИ Ляпунова (тан: называе::-.{ыЙ второй :i'летоД Ля­
пунова). Рассмотрим фуннцию V (с), имеющую частные 
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произвоДные первого порядка аГ/дс,. Выражение 

БУДGМ пазывать ПРОИ3ВОДIIОЙ Т/ n силу снс.те.мы (2. i) 
значать 1-/'". Это выражение моЖно раСС}Iатривать :н:ак 
ВОJ\НуЮ V ВДОЛЬ решен!!я (2.1): 

d , "" av' " av dt v (с (1)) ~"~дc. Ci = ~Dcii(C, k). 
~ i ~ 

(2.13) 

и обо­
произ-

(2.14) 

Идея второго "метода Ляпунова состоит в ИСПО;ПЬЗ0вarпш 
1/, имеющих в исслеДУ8llДОЙ 'l'очке ПОl\ОЯ минимум, ПРОИ3ВОд" 
пая :которых ПРJI этG:.\{ неПО,'lО/н'ительпа 17 ~ О n он_реСТIIОС'ТИ 
этой точки, причем равенс.тво нулю допуснаетс.я толы{(' 
u ней. 

Из различных вариантов метода нам потребуется тольке 
один. Пуст~ 11 ~ О, причем Ti' = О 'только в иссл~дуемой точ­
:ке покоя е. Пусть, далее, Г имеет в ТОЧI{е с минимум 

V (с) = V rnin И для не:которого 8> VШill :ШЮЖ8СТВО, :задава­
емое неравепством V (с) < 1::, ограничено. Тогда ДЛЯ любых 
началъных условий со из этого :Ю·IOжсства решение (2.1) 
с (1, ", со) -+ ё при t ~ =. v (с) называется фушщиеii Ляпу­
нова. ПРОI-f3ВО.'1Ыl)iJQ фУI:ШЦIПО, производпая .которой в сипу 
еистемы отрицате.ттьна, назьшС1ЮТ фУПКЦИШ':'I Чнтаева :илп 
иногда диссипатпвноН: фУПНП,IIеЙ. 11 римерm.I таЮIХ: фУПl\ЦПЙ 
в физине яв;;тяется свободная юrергня, отрпцательная энтро­
ПИЯ, :механнчес.кая энергия }! системах с трениеllI и Т. д. 

Исс.JIедование диссипативных фушппrй_ часто мож8"l' дать 
полезную :ИНфОР;\iацию о систюде. Современное и.зЛОJI{8пие 
второго метода Ляnуно13С1, :гшлючаlOп~ее lIлеТОil: ВeJ{ТОРПЫХ 
фУН1{ЦИЙ Ляпунова, -:\шжпо найти в [101. 

Наряду с фУНКЦИЯМИ Ляпунова ПО:Iезны.\ги о:казьшюотся 
таите исследованиiЭ uнлшарпантных :\ПlOжеств: МI-IOJ-RССТПО 

S в фазовом пространетве называется (J)-инвариаНТНЬПУl, ес­
ли для любого решения ·(2.'1) с (t) из того, что с (10) .тежит 
в S, Т .. е. с (to) Е S, следует д.ТН любого t, > to, что с (t , )ES. 
w-ИIIвариаПТIlое .множество - своего ропа <~:меШОI{): попав 

туда внекоторый иомент времени, решение не вый­
дет из него в любой пос,;rедующий :момент. ЯСНО, что для 
любой ;J;иссипативной фун:кцпи V'-множес'тво, аал:аваемое не-
paB8I-IСТВОJ\1 V (е) < Е, w-ипнариаптно: пусть тт (с ио)) < Е, 
НО ввнцу диесипативностп ДЛЯ лЮiбого t l > to т' (е (t J)) ~ 
<V (с (to)) 1I те" болое V (с (1,)) < 8. ОЛНЮ<О да."ее паи 
всч)етятся со-инвариюппые ~Iншт;ества, не связанные ил: с 

н:ююй дифференцируеl\'lOЙ диссипативпой ФУIIIшиеЙ. Про-

., 



ст·еЙmиЙ пример OJ-инвариаптного множества - положитель­

пая полутраен.тория. 

Любое w-инвариантное множество· содержит в~исте с 
ь:аждой своей точкой выходящую из нее положительную 
полутраеI{ТОРИЮ. Поэтому среди О)-инвариантных множес'ТВ, 
содержащих данную точку, минимальным ·будет положитель­
ная полут'раектория, выходящая из нее. Представляется ин­
тереСНЪНI для систе~I, зависящих от параме'Тров, исследовать 

OJ-инвари:антные множества, не зависящие от них (или от 
неRОТОРОЙ их части). Здесь минимальные w-инвариантные 
МНО;Н.ества, содержащие данную точку СО' уже не будут 
ПО.Jутраекториями. Э!И мно)йества (обозначи:м их V (С())) 
СОСТОЯТ И3 тех тоЧен С, д:тя ноторых существуют таRие :мо­

"еиты времени t, > О 11 функция k (t) на отреЗRе [О, t,], при­
ни:мающая значения в пространстве параметров ИСХОДНОЙ 

сис'темы (2.'1), что решение с (t) уравнений 

dc 
dt ~ f (с, k (t)) (2.15) 

с начальными уелови:я:ми с (О) = СО принимает в момент t 1 

значение с: с (t1) = С. Друrими словами, ередн w-инвариант­
БЫХ :множеств, не зависящих от некоторого набора парамет­
ров ~ содержащих данную точку, МИНИ:vIальное состоит из 

тех С, в которые мотет попасть решение уравнений вида 
(2.15) с нача.lIЬНЫМИ условиями С (О) = СО В ПОЛОЖI,I'теЛЬЕЫЙ 
момент вре::VIени. При ЭТО1\'1 те параметры, от которых V (Со) 
не должно записеть, могут быть произвольными фУНБЦИЯМИ 
времени. При построении У(Со ) мы И:\1:ее:r.-1 де.lIО С. так наг 
зывае)1ЫМИ дифференциальными внлючениями: производная 
dc/dt в (2.15) не задана, а у-казано лишь множество, Кото­
рому она принадлежит. Теория дифференциальных включе­
ний развиваетен: в основном для приложения и задачам ав­

томатического реГУШlрования и управления при неполной 
информаU11И об объеRТе ,(СМ., например, [12]). Нам не пона­
iJ;обятся накопленные в этой области результаты, пос:кольку 
дифференциальные включения, вознинающие в кинети:ке, 
вееьма специфичны. 

Важное свойство систем, у :которых есть выпуклое огра­

ниченное w-инвариантное ),ПIOтес'ТВО, состоит в слеДУЮlцем: 

в любом замкнутом ВЫПУ:К,lIО~1 оrраниченном w-инвариантном 

множестве есть стационарная точка. Это следует из извест­
НОЙ теоремы Брауэра о неподвижных точках (ем., например, 
[13]), широко используюшй в раз;rичных областях матема­
тики для доказательства теорем существования решений. 

ЗаRанчивая наш Братний энс.нурс в качеетвенную теорию 

)1ифферепциаЛЫIЫХ уравнений, остаповимс.я па часто упо-



требляемом термине «бифуркацию>. Его относят I{ системам, 
зависящим от параметра, п употребляют, Ч'I'обы обозначить 
резкую перестройку фазовоro портрета при прохождени:и па­
раметро),{ критического значения. П ростейшие примеры би­
Фуркацюr: появление в фазовой плоскости НОВOI':'! особой 
точки, потеря особой точкой устойчивости, полв::тение (рож­
дение) предельного цикла и Т'. п. детальныIй разбор типич­
ных случаев на ПЛОСRОСТИ дан в [216: 111, Д:тIя более высоких 
размерностей такал работа не проде;:rана (с.омнение вызывает 
ДDже ее осуществимость). 

Качественный ана;:rиз уравнений должен по возможности 
предшествовать, прямому чис;rеI-IНОМУ ::\10де.тrированию. Одпа­
:ко не веегда (особенно :в разморностях, бо;rьших 2) удается' 
провести полный анализ, не прибегая R помоrци ЭВ:~,'1. Поэто­
му в посл~днее время намети:тась тенденция ИСПОЛl>З0вать 

реЗУ;Iьтаты чис:rенных расчетов Д.'IЯ «угадыванию) качест­

венных особенностей [14-16]. Разумной стра1'егией ,~ля 
c;rOJ-IШЫХ случаев действительно является Rомбинировапие 
численного эксперимента 11 его «качественного») осмысления. 

§ 2. НАЧАЛЬНЫЙ ФОРМАЛИЗМ 
ХИМИЧЕСКОЙ КИНЕТИI{И 

2.1. Линейные законы .сохранения 

Вещества, участвующие в сложной химической реаI\ЦИИ, 
обозначим через A f1 ••• , Аn . Химический состав этих ве­
ществ заДaII. Обозначим составляющие их эле:\1енты В1 , '" 

... , Вт. Число атомов i-го элемента в молекуле А; - ajj. 
Матрица (aij) '= А называется }ro.'IекулярпоЙ матрицей. 

Обозначим N i - Rоличество (мо;rь) вещества Ai n с.исте­
ме, .N -ве:ктор-столбец с Rомпонентами N i • Ана,;rогично 
пусть bj - :количество С:\шль) В; в системе, а Ь - вектор­
столбец с компонентами bj • Они связаны между собой по­
средство),'! матрицы АТ (А транепонированная): 

n 

Ь; = ~ aiiNi' Ь = ATN. 
i=l 

(2.16) 

Нами чаще буцет ИСПОЛЬЗ0ва ться матрица А Т, чем А. 
Праюшьнее было бы сразу ВВОДИТЬ эту о<атрицу, да R ТОМУ 
же называть ее не {(молекулярной», а «атомной», однако с 

'Традицией спорить не приходится. Историчес:ки введение 
используемых обозначений 11 терминов оправдывается СООТ-



homeH-ИЮf Mel-R)l;У веRторами-сто,ттбцамп ~1Олет-~улярпых песов 
lИ и атомных весов 1J'l а: 

т 

mi = LJ ацmа;, }1-'1 = A,iJ1a , 
;=1 

(2.17) 

В закрытой систе:ие I\оличество любого элемента со вре­
менем не меняется, Т, е. ДЛЯ любого j 

bj = COl1st~ (2.18) 

ИЛИ В матричной фОР;lде 

db = A,·dN = О. Ь = ATN = const. 
dt ,{t , (2.19) 

ЭТИ 3а:ЕЮНЫ сохранения не зависят то того, :какие именно 
реаRЦИИ протенают в системе между заданными вещества:;ии 

A j , A z, Аз, , .. , Аn • Вещества системы СОСТОЯТ нз т элемен­
тов, поэтому сущеетвует т линейных законов еох:ранения 
вида (2.1.8). Однако они не всегда Н8зависимы. Иногда часть 
законов сохрапения МОЖ8"Т быть выражена через остальные. 
Простейший пример ТО:МУ- реaI~-ЦИЯ изомеризации !бутснов. 
Пусть А, - бутеп-l,А, - цuс-Бутеп-2, Аз - траnс-Бутен-2. 
ОНИ СОСТОЯТ ИЗ двух Э,Т(8М8итОВ - углерода I:I водорода. По­
СI\ОЛЬRУ У всех A i одинаковый состав СI,Нб , молекулярная 
::\'1атрица имеет вид 

(4 8) 
А= ~ ~ , 

а зан:оны сохранения ЬС = 4(N1 + N'l. + l\Тз ) = const1 ЬН = 
= 8(N, -1- N, -1- N,) = const ЛJшейно-зависимы: 2Ьс = Ьн . 

2.2. СтехпомеТРIIЯ СЛОЖНОЙ реакции' 

Сложная ХИ",ПIчеСRая 'роаI\ЦИЯ представ;rяется нан СОВО­
НУПНОСТЬ элементарных реанциЙ. Стадия состоит из двух 
элемен.тарных реакций - ПРЯ:МОI':'I и обратной. Сложного дис­
куссиопного вопроса о TO:'lf, ЧТО считать элюшнrарным, а ЧТО 

нет, мы зцесь. касаться не будем, теи 60:188, что в гл. 1 мы 
давали неСRQЛЫ{О фИЗИRо-химичееких то.л:кованиЙ попятил 
{(элемента'рная рею-щию" Для пас ЭЛЮiGнтарной будет та 
реакция, СIШРОСТЬ которой неноторым залаПFIЫМ простым об­
РЭЗО:'lf зависит;. от концентраций, например, ПО зшюну цей:­
ствия масс (06 "ТО}[ ниже). 



Стадию ~ЮШНО записать в видо 

(XslA 1 + ... + а$nА11 +±: ~"IAi + ... + psnAr,; (2.20) 

здесь 'CGsi, ~cli - стехiшметричесн'ие 1{оаффиц~еНТЫJ Т, е. неот­
рицательные чис;::rа, УRазывающие, СRО.JьRо молеку;тr вещест­
ва прини:мают участие в э.:темонтарноЙ реакции; s - номер 
стадии. 

Спиеок элементарных стадий (2.20) и называют механиз­
MOl\I сложной реаRЦИИ) запись (2.20) IIредполагает~ что ОДНО 
и то же вещес'ТВО ,может участвовать в стации и как исход­

ное веЩество и как ПРОДУЕТ реакции. Пример тат';:ОЙ стадии 
[17] Н + Н, ,+ М +± 3Н + М, гце' М - любое другое вещество. 
Стадии такого вида называются аЕтокаталнтичес:кими. ОНИ 
привл,еRаются, как правило, шко;;-rой ПРИГОfRина и примыкаю­
щими группами исслвдоваТВ.1ВЙ ДЛЯ llОС'ТРОВПИЯ гипотеТI~­

чеСЕИХ моделей, дюшисrрирующих сложное динамическое 
поведение. 

В последнее Д8<:;яти::гrети:е rбыл AeTa.'IblIO ИССJIВДОВaI-I це:ГIЫЙ 
«зоопарк :--Iоде.тrеЙ». Наиболее известные его оБИ'1'атели­
«брюсселятор» [18] и (шрегонатор"" [18J - содержат ста­
ДИИ А + nХ +± mХ, т, е. аВ'1'ондтзлитичеСRие стадии.' Однако 
в реальных, неумоs.рительных механизмах сложных реакций 
эти стадии встречаются редко. :к такому :мнению пришли, 
например" В. В, }{ондратъев и Е. Е. НИКИТИН, 8пализи:рул 
:механизмы сложных газофазных реакций [19J. Мы также 
придерживаемся ЭТОЙ 'Точки зрения. ПОЭТО1lГУ n да;тьпеi1:шю'l 
,особое внимание уделяется реа:кциям без автокатаЛИТlJческих 
CiтадиЙ. ФОРl\ШЛЬНО отсутствие аВТQкатализа 03I-Iачает~ что 
при любых s н i хотя бы одпо ИЗ двух чнсвл 'C(,i, ~si равпо 

НУ.'IЮ. 

На стеХИОIo.штричеСRие :коэффициенты Э,:Т8ментарных ста­
ДИЙ часто нанла,дываются естественные ограничения: ДЛЯ 
лю'боI'О 

n 

2 aSi,~3; 
i=l 

n 

~ ~'i~3' (2.21) 
'i=l 

'Т. е. расс]иатрпваюrся только МОНО-, би- 11 (редко) ТрНlIIоле­
н:у:тярпые реа:кпии. Сю.,ги. Rоэффициеп'J'Ы asi, ~я; могут при­
нимать зпачеюш О, 1, 2 и (редко) 3. Не следует путатг, 
стехиометричеСRие RоэффИЦИ8ПТЫ со стеХИОМGтричесними 
ЧИСЛЮПI, вознинающимн в теории стационарных реанций Хо­
риути - Тю,'шина и УЕазывающими, на какое число Ha:J:() 
У:.\ПIOifШТЬ элементаIШУЮ стадию, чтобы при сложении ста­
JI;IIЙ J ВХОiI.ЯПJ;ИХ В о:n;ип J\.lаршрут, получилось брутто-уршз:по-

1) ТерJl.IИП «(брюс.со.:НI'ТОР):> и шре.гопатор:.> образованы 'Ган: {<Б [JЮс.­
се,-ть + ОСЦИЛЛЯТОР:> Н «(Оре.гон + ОСЦИЛЛЯТОР). 



ние, которое пе содержит лро:межуточных В8ществ (о НИХ 
мы говорили ранее в гл. 1). 

Каждой I(S-Й) стa.,;J;ИИ сопоС'тавляется ее стехиометричес­
Ю1Й вектор 1з, компоненты которого 8С:ТЬ 

i = 1, ... , n. (2.22) 

Бентор 18 уназывает напраВ,ТIение из:иеН8НИЯ состава, ВО3-
ни:кающего за счет s-й стадии. Если N - nе:ктор, i-я но:мпо­
веита ноторого - Iюличес'ТВО молеиу.тr A i • в системе, то "( s -

дзменение N в рез~mьтате одного а:кта реаиции: lУ' = N --т Ys 
(ДJIЯ прямой реаRЦИН) и Лr' "'" N - у, (длл обратной). 

"(S уназывает таЮR8 изменение вектора :VlОЛЯРНЫХ I{О.1:И­

чес тв 1У' за одии «молы) элементарных актов (ОДИН <<:VЮJlЬ»­
это 6,02·1023 элементарных актов, точно так же, как один 
моль - это 6,02·10" :молекул). 

Реакции в целом сопоставляется стехиометрическая мат­

рица Г: 
(2.23) 

Строки Г - стехиометрические векторы ~ ,. 
Каждой стадии соответствует ее СКОРОСТЬ - некоторая 

.фУЮЩИЛ vV, состава смесии температуры 
W s = ш; - ш;-, (2.24) 

где ш; - соответственно СRОРОСТИ прямой И обратной реак­
ЦИЙ, указывающие чис.тrо элементарных актов (или ИХ «МО­
лей») за единицу времени в единице объема или для 
реаRЦИЙ на поверхности, на единичной ПJIощади. Их часто 

)10лек· (моль) :молеI\· (:моль) 
употре6,;rяемые раsмерноети: И,-I]И -===""'== 

еи3 ,с ем2 .с 

2.3. ГрафичеСIюе предстаn~еиие 
:механизма реа:кции 

Можно представить механизм сложной химической реак­
ции графо", имеющю, вершины двух видов [20J. Одни из 
них соответствуют' элементарным реЮЩИЯ:VI, другие - веще­

ствам. Подчерннем, что первые соответствуют не стадиям, 
а элементарным реа:кциям: одной обратимой стадии - две 
вершины. Ре6РЮ1И будем соединять вершину-вещество и вер­
шину-реакцию, ес;:rи вещество участвует в реaIЩИИ. Ребра 

ориентируем от вещества А; R реанции ~ CGiAi --+ L' ~iAi' 
ес:rи Aj - исходный реагент (а, *- О), и, наоборот, от реакции 
R веществу, если А, - продYI<Т (~; ~ О). Число ребер от ве­
щества А; R реакции е-стъ ai, от реаRЦИИ R А, - ~i (в случае 



A f +A2 ... А.) 

(Н+ОН • ~ НгО) 

а 

6 

в 

г 

А1=Аг~Аз=А1' (буmен1~ццс-б!JfТЮff2~ 
. =:;;;:=. mpC/fC - Буmeн 2 ~ Буmен j ) 

РиС. 2.3. Простые примеры ДВУДОЛЬНЫХ графов механизмов 
реакции (:квадратики ~ вершины-реакции, I{PYj-J~RИ - верши­

ны-вещества). 

авто катализа есть ребра обоих ВИ;J:ОJ3). НаЗОJ3ем ПОС'троенный 
граф ДJ3уДольным графо:.vr механизма реакции. Простейшие 

примеры даны на рис. 2.3 и 2.4 (гt-обозначения s-й пря­
:мой и обратной реакций соответственно). В качеетве более 
содержатеЛЫIЫХ примеров рассмотрим Два 1·rеханизма окис­

ления СО на Рt-ударный (Или - Риди"а) и адсорбционный 
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Рис. 2.4. Прнмеры проетых 
ДВУДОЛЬНЫХ графов.' . 

1 
а ~ А 1 ~A" I б - аЦИl\JIичесюнi 

2 " 
граф рсющии А1 -;. А2 ....;.···....;. An~ 
в - граф необраТИМQГQ ЦИlша 
А 1 """ А 2 ~ ... --7 Ах""" A 1 (хвад­
рат:ини - вершины - реакции. 
НРУ;-Ю:И - nЗРШИП1kDсщеuтnа). 

(Ленгмюра ~ Хипшельпуда). :vlеханизм Или ~ РИДIIJIа не 
содержит Rзаимодейст13ИЯ различных ПРОМЮI{УТОЧНЫХ ве­

ществ - в :каif\.ЦОЙ элементарноii стадии как справа, так и 
слева стоит TQ.1IbRO по одно)!rу промеmуточно:му вещес'Гву, 

правда~ иногда с коэффициентом, большим единицы: 

02 + 2Pt "" 2PtO; СО + РtO ~ СО, + Pt. (2.25) 

Рассмотрим превращения только ПРОМЮЕУТОЧНЫХ ве­
ществ, считая состав газовой фазы заданным. Этот прием 
изучения :каталитичеСRИХ реаь:ций (исследуется дипаМИl{а 
поверхности при фиксированном составе газа) будет часто 
нсполыюваться на:ии и цалее. Превращепия поверхностных 
соер)1нений МОЯ'ШО записать' в внде 

2Pt"" 2РtO; PtO ~ Pt. (2.26) 

Соответствующий граф изобра;яен на рис. 2.5, а. Механизм 
ЛеНГ:МЮР9- - ХИI-Iшельвуда содержит С'тадию взаимодейетвия 
ПРG:\,rежуточны~ веществ (З-я стадия) 

2Pt + 02 "" 2РtO; Pt + СО ~ PtCO; РtO + PtCO ~ СО, + 2Pt 
(2.27) 

И;rИ в виде превращенпй промежуточных веществ 

2Рс'" 2РtO; Pt"" PtCO; РtO -+ PtCO ~ 2Pt. 

Соответствующий граф ПОI{азан на рис. 2-.5, б. 

(2.28) 

Важны:м при анализе графа реющии является попятие 
«ЦИIШ». ЦИКЛ - это множество вершин графа {р" Рз, ... , р) 
п ::.\1I-Iожество ребер {1" 12, ... , 1), ПРИЧ8.М l[ соеДИПЯ8'Т р, н 
Ра, 12 - Р2 И PJ, ... , li - Pi И pi-':-j, "'? lt; -----:- Pr\ И Рl. Анализируя 
ЦИI{ЛЫ, удобно ОТIщзаться от рис.ования пар стреЛОI{, их 
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Рис. 2.5. Двудольные графы механизма реarщпп QЮI('.JIeI-IШI 
СО на Pt. 

а _ :механиз:м Или - Ри~ила (ударный); б - ),1ехани:з:м Ленгмю­
ра - Хиншелызуда (8;:J;сорбцноппыti). 

троен и т. д. пр!! сх, и;rи ~,> 1. Бу:дем просто иисать числа 
а; или ~; над еrреЛIi:ОЙ, если они больше единицы (си. 
рис. 2AJ. При анализе устойчивости сложной химической 
реакции ВОЗНИRает задача переЧИС;'I8НИЯ и исс,педования ЦИJ{­

лов в двудольном графе мех"нию'" реакции [21, 22]. Пере­
числим ЦИКПЫ ДЛЯ механиз:.\ив lIШI - РИ,п;ила и Ленгмюра -
Хинше:rьвуда. Все ЦИIШЫ для ЭТИХ :механизмов преДС'тавлепы 

па рис. 2.6. 
Предоставляе:.\I читателю n Rачествt3 простого .(по полез­

ного!) упражнения перечиели'Т'& ци1\лы во всех графах, изо­
браженных на РИС. 2.3 и 2.4, а также для аВТQнаталнтичес-
1<ОГО триrтера ПРIiгож!!на [23]: 

А+Х+±2Х; Х+ Е ""'С; С+±Е+В (2.29) 

(ВСIIЮ-IНИМ, ЧТО В аВТО:RаталитичеСRОМ С.JIучае ставятся две 

стрелки - от вещества к реакции и от реарщии R вещееrву, 

поэтому одна автокаталитичеСIi:ая ре.анция уже дает ЦИIШ 

даже без учета обратной). 
В опре;I;8"ленном смыс:::rе nростеiiшим fпзляе-тсл класс )де­

ханизмов реакции, двудольные трафы ЕОТОРЫХ не coдep~aT 
ЦИRЛОВ - аЦИRЛНЧIIЫ. ДИПЮПlчеСRое поведение соответству­
ЮЩИХ реакций всегца чрезвычайно просто (см. [24.1). При­
мером такого механизма может служить А1 --;... А2 -+ Аз.-j-
.. , --;... Аn (см. рис. 2.4, б), Ациклические механизмы не 
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а 

,г---------...., 

1 О ' 
i У '''2 
1(\ 2 o~ 
II~)-D~~'~ I " / 

'О' /' 
" Схема I 

'-----------' 

Рис. 2.6. ЦИКЛЫ в двудольных графах онпс.леRИЯ СО па Pt. 
а - ударный ),1ехаIlИ3М; 6 - адсорБЦИОННЫЙ механизм. 

играют важной роли в RинетИRе RаталитичеСI\ИХ реакций­
~шханию{ы каталитических реакций всегда содержат циI\лыI' 
причем циклы орионтированные, все направления стрело}\' в 

:которых согласованы (конец i-й стре.тки ~ начало i + 1). 
I{атализатор не расходуется, а вступает в реаRЦИЮ, то со­
единяясь с другими реагентами, то ВНОВЬ освобождаясь. Со­
ответствующая последовательность элементарных реакций 

выгляцит Т8Н: 

аЛ, + ... ~ ~,A2 + .. . 
cxzA 2 + ... --+ ~2Аз + .. . 

••• --+- ~k-1A!1 + ... 
схнА!,+ ... ---->- ~)~A1 +.,. 

(2.30) 

Здесь многоточием обозначены ре:зличные вещества 1 участву­
ющие в реатщнях. 
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Рис. 2.7. Двудо.'IЬныЙ граф 
:механизма реaJЩИИ А!-+ 

-+ Az, А , + Az -+ Аз. 

Граф для иеханизма, имею­
щего последовате.'IЬНОСТЬ стадий 

(2.30), содержит цюш (см. рис. 2.4, 
в), все ребра в котором ОРИ8l-I'l'И­
рованы та н, что конец i-ro реб­

ра - начало i + 1-го «(ориентиро­
ваны по нругу»)). Не для всех ВОЗ­
можных циклов это так Например, 

в ДвухстадИЙНО:l'l механизме A i -+ 

-+ А2 , А! + А2 -)- Аз есть ЦИКЛ 
(рис. 2.7), но ребра, 'Ч1ущие от 
A f , направлены в «разные сто-ра­
НЫ», а ребра, идущие к r 2 , на­
правлены «Навстречу друг другу». 

Отсутствие ориентированных циклов таюне гарантирует про­
стое динамичеСRое поведешш [241. В ДВУДОЛЬНЫХ графах 
механизмов Или - Ридил:а и Ленгмюра ~ Хиншельвуда ест'ь 
цинлы обоих видов ~ н:ак <<Ориентироваппые по Hpyryr> , тан 
и нет (cIl,r. рис. 2.6, а, б). Ниже мы еще вернемся к анализу 
циклов в двудольном графе механизма реющим. Это пuтребу­
етсл ДЛЯ решения вопроса: может ЛИ при данном механизма 
реющии паблюдатъся множественность стационарных состоя­
ний поверхности, аВТОКОЛ8!бания и т. п. 

Если все э,;тементарные реющии мономо,тrенулярны: 'Т. е. 
МОГУТ бытъ записаны в виде А; -+ Aj , удобнее представлять 
механизм :з ДР:УТОМ виде: вершины графа сопоставляются 
веществам, ребра ~ э.-rrементарным реаRЦИЛМ, паправление 
р~бра есть направление хода реaJЩИИ. Этот граф обычно 
проще, чем ДВУДОЛЬНЫЙ граф мехаНИ3l\Ш. Например, ;:t:лл 
снстеиы из трех изомеров Ан А2 , Аз получим 

(2.31) 

),iIожно сравнить Это'!: граф с изображенным на рис. 2.4, в. 
]\:fеханизмы гетерогенных наталитичесн:их реаRЦИЙ НИRОГ­

да не бывают, строго говоря, мономолеRУЛЯРНЫМИ. Они 
всегда юшючают, например, ста,ди:и адсорбции, в ноторых 
исходных веществ :как минимум два: газ и катализатор. 
Однано, еС,1И рассматривать превраЩGНИЛ ТОЛЬRО поверхно­
С'Тных СОf}.динепиЙ ,(при фИRсироваНIIОМ СОставе газовой фа­
ЗЫ), :lIеханизм наталитичеСRОЙ реакции может предстать 
перед нами и :ка:к MOHO:\-lолен:улярпыЙ. Именно тан:ие :lI8Xa­
НИЗмы М. И. Темкил называет линейными (см. ГЛ. 1). 



РаССIlЮТРИМ неноторые примеры. 
Простейший механизм ферментативной каталитической 

реакции (схема Михаэлиса - Ментена) : 1) Е + S "'" ES; 
2) ES ~ Р + Е, где S, Р - соответственно субстрат и про­
дукт; Е, ES - различные формы фермента (энзнма). 

Граф превращений промежуточных веществ д:rя этого 
механиз:иа 

En Es u 
Аналогичный вид имеет граф простой схюIы реакцпи 

JIшдкофазного гидрирования А + Н, ~ АН,: 
1) Н"" + Z "" H,Z; 2) H,Z + A1"" "'" АН,р,,, + Z. 

~'Iеханизм реакции дегидрирования бутана МОЖНт быть уп­
прощенно передап совокупностыо стFtДИЙ 

1) С,Н" + Z "'" C,H,Z + Н,; 2) C,H,Z "'" С,Н, + Z; 
3) C,H,Z +< С,.н,z + Н2 ; 4) C,H.Z +< С,Н. + Z. Граф поверх­
НОСТНЫХ превращений 

Фрагмент нревращений n-ге:ксана па папесеШ-IЫХ плати­
н'овых катализаторах (схема предложена Б. Н. Кузнецовым 
и др.) представляется: 

1) Н + К +" НК; 2) НК +" IK; 3) НК"", МСК; 4) МСК "" 
"" МС + К; 5) НК ~ Р + К; 6) НК ~ В + К; 7) IK ~ МСК; 
8) IK +< 1 + К; 9) IK ~ Р + К; 10) МСК ~ В + К, где Н, 
1, В, NIC, Р - n-генсан, ИЗ0меры ге:ксана, беНЗ0Л, метилцинло­
пентан~ проДун'ты нрегинга соответственно; К, НК, l\ifCK, 
IK - промежуточные вещества. 
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Граф поверхнос-тных превращений 

МСК 

. 
4A:-q;.-~ю \\ 3~­
~~~17+ 7-' ~ 

К... • JK. • НК 
~ 8++9 1+ 2+!! 

Г+5+6 

• 



Цифры, столщие над ориентированной дугой графа, указы­
вают номера стадий ,(или с.тадшт), с помощью которых ОДНО 
промежуточное вещество образуется из другого. 

ЦИI-шами в графе динейного механизма обычно называют 
'ТОЛько <шрави;rьно ориентированные)} ЦИКЛЫ ~ множества 
веществ и реа:кций следующего вида: А! -Jo- А:;. -+- Аз -+ ... 

• • • ---+ Аn -Jo- А ! (реакции могут быть и обратимы). 
Так, СОВОRУПНОСТЬ реющий 

- цuкл, а механu.зм 

At • А2 
'" / - ацuклuчен,. 

А, 

ПереЧИСJIИМ все циклы в наиболее С,'IOIIШQМ И3 только ЧТО 
расс:\итренных графов - :....:reханизме превращений n-гексана 
на нанесенных платиновых катализаторах. 

Перечнс.тrнть будем ТОлько простые ЦИКЛЫ, Т. е. ЦИR.lIЫ, 
не содержаrцие повторяющихся вершин, Rро:ие исходной: 



2.4. Уравнения хижической кинетики 

~~равненияС химической кинетики ДЛЯ заврытых 
генных систе1I {<газ - твердое телО) имеют вид 

гетеро-

(2.32) 

(2.33) 

Здесь N r 
- вентор воличеств веществ в газовой фазе; NП _ 

вектор Еоличест'В вещеетв на поверхности; 'Y~ ~ часть (про-
8IЩИЯ) стехиометричеСRОГО вектора реакции на nOBepxHoeTII1 

составленная из стехиометричеСRИХ коэффициентов Д.JЯ ве­

ществ газовой фазы; 'Y~ - часть (проенция) стехиометрачес­
Koro вектора реакции на повеРХНОСТИ 1 составленная И3 ете­

хиометричес:ких коэффициентов для понерхностных соедине­
ний; 'Уа - стехиометрический вектор реакции в газовой фа­
зе; V - объем газа; S - площадь поверхности :ката.lIизатора. 

Чтобы различать реакции на поверхности твердого тела 
и в газовой фаЗ8 1 введены различные индексы - s для пер­
вых и (j для вторых. 

Уравнения (2:32) или (2.33) описывают протекание слож­
ной го:;о..югеННО-Г8теРОГ8ННОЙ реакции. 

При:м е р 1. Рассмотрим реакцию ката;::штической изо­
меризации ,(простейший модельный случай). Пусть в газовой 
фазе присутствуют два иsомера: А ! и AZ1 а на поверхности 
ката:rизатора три пром:еЖУТОЧI-IЫХ вещества: Аз =-z (актив­
ные центры), A~ = AtZ и А5 = A2 Z. Список стадий возьме::vr 
следующим: О) А , "" А, (в газе) и 1) А, + Z +' AjZ; 2) AjZ "" 
""" A,Z; 3) А, + Z "" A,Z (на поверхности твердого тела). 
Стехиометричесюrй вектор 'Уа ,;з;ля реакции в тазовой фазе 

А, +" А, имеет вид (:- ~), а для реакций На поверхности "(" 

ее-ть 

( _11 ( 0\ ( 01 1 0\ 1 0\ 1-1 
"'11 = Г ~ ,; "'12 = { о }; "'1 = , -1 }. 

\-11 I 0\ 
О} l 1 } \ 1 J 

Прн этом 

(-1) :y~ = о; г 
"(2 = 'О) (о : "'I~ = (-,-~); 



Ес:rи: обозначить СН.орость изm .. lеризации в газовой фазе ШD1 
а скорость реющий на поверхности соответственно Ш 1 ,2,З, то 
уравнения Rинети:ки мотно буде-т записать в виде 

lV, ~ S(-w, 
1V, ~ S( 

Л', ~ S(-w, 

или 

) - Ушо ; 

-шз ) + VW o; 

-wз); 

I\Т~=S(W!-Ш2 ); 

N, ~ S( ш, + ш,) (2.34) 

:, (~~:') ~ S (yrw, + У~Ш2 + 1'~Wз). 
N 5 

(2.35) 

:Можно придать уравнениям кинетики и Iболее компактный 
ВИД, используя стехио),штри:чеСRУЮ матрицу и записывая 

скорости различных стадий 'в виде bektopa-СТО;Iбца. Тогда 

~~ ~ Sr;; Wп + ттг;: ШС • (2.36) 

3десь ГП - стехиометричеСRая матрица реакций на поверх­
ности; ГГ - стехиометричесн:ая ':\'Iатрица реакций в тазовой 

фазе; шп - вектор-столбец СRороетей реакций на поверхно­
сти; шг - веl,тор-сто;rбец СI-\Оростей реакций в газе. 

Для приведенного TO.'IbKO что примера каталитической· .. 
изомеризации 

О -1 1 О) 
О О -1 1 ; 

-1-1 01 

Г,. ~ (-1, 1, О, О, О); 

w ~ (:'). п 2 1 Wг = ШО • 

. Ш:} 

ВЫЯСНИМ ограничения, Боторые накладываются на коэффи­
циенты (2.32), (2.33) линейными за:копами сохранения (2.19) 

dA: N т' т' ! Т 
dГ=SA Гпwп,УА Гсшс=О. (2.37) 



Посколъку .:тинеЙные законы сохранения должны ВЫПО.'Iнл:rь­
си при любых скоростях отдельных С'l'адий, по;rучаем: 

А'Г;; ~ А;:Г;; (2.38) 

или, ВОСПОЛЬЗ0вавщись равепством А ттт = (ГА)Т, 

ГA~O, 

где Г - любая' стехиометрическая :l!атрица. 

(2.39) 

В векторной форие для отдельных стадий УСЛОRИе (2.39) 
прини:vrает БЩД 

(2.40) 

Согласно (2.40), векторы у, 'Iежат в подпространстве, со­
стоище:f1,r из решений уравнения А T::tJ= O,~ ядре матрицыА -:-. 

Если семейство векторов {'у з} не порождает этого под­
ПРОС'l'ранства, т. е. paI-~Г семейства :иеньше дефеь:та матрицы 

rg{y) < n -l'g А т, (2.41) 

число линеЙИО-Н8зависимых реакций ::vrеиьше их максима,lIЬ­

но возможного числа ~ дефекта матрицы Ai. 
При этом появляются новые .1IинеЙпые ЗaI{ОНЫ сохране­

ния. не связанные с сохранению,r числа :каких-либо атомов, 
а нмеющие только кинетическую природу [26]. 

Пр име р 1. Пусть идут реакции А, + А, <± А,; А, <± А2 , 
где А 1 11 А;< ~ ИЗ0меры. Аз - ди:иер. В систе:i\Ш есть линей­
ный закон сохранения 1\Т 1 + ЛТ;< + 21\7з = Ь!. Предположим, что 
реакции А ! ~ А2 пран~тичеСRИ пет, Тогда в системе прояв­
ляе'Тся еще один, :н:пнетичес:н:ий, линейный закон сохранения: 
bz = лr1 ~ лr2 • 

Та:н:ая ситуация ВО3ПИlщет печасто, по все же возможна. 
Чтобы найти эти законы, можно, например, исс;тедовать еи­
С'l'ему линейных уравнений относительно n-мерноro вонтора­

строки х: 

хl', ~ О дал .'lюбоrо ", АТх Т ~ О или хА ~ О. (2.42) 

Последнее уравнение - условие ортогона:rън.ости х строка11 
А Т(столбцам А). Оно неоБХОДI1МО д:rя того, чтобы: ОТЫСRивап 
Х, не получать снова законов сохранения чис:та атомов или 

их линейных комбинаций. Чтобы найти дополнительные IШ­
нетичес:кие законы сохранения, следует решить систему 

(2.42). получив пщшый линейно-не зависимый I-Ia1бор удовлет­
воряющих ей х - {Х1 , •• " X1i }. Заноны сохранения задаются 
СООТlIошениями XjN = const (j '= 1, '.', к). 

Ниже мы всюду, обсуждая общие свойства уравнений 
химической RинеТJII-Ш, БУдем продполагать, что ДОIIолиите;rь-



ные гаконы сохранения (если они есть) уже найдены, а с()- , 
отвеТС'1'вующие х включены в :качестве добавочных строк в 
матрнцу А'. 

2.5. Многогранник реarщии 

Существование в системе (2.33) законов сохранения 
(2.37) и наложение естественного ус.-товия неотрицателъно­
сти :количеств (моль) реагентов позволяют описать обirас'Ть 
пространства составов, в которой лежит решение (2:33) 
N (t) (О ~ t< =) с неотрицате:rЫIЫ"И начальныj,ш условия­
ии N (О). Это БЫПУЮIЫЙ многограНПИI\~ ЗR.давае)lы{r спсте:иой 
,7{инейных уравнений и неравенс'1'В [27, 28J: 

n 
~ a,j1'V i = Ь; (j = 1 •...• т): Ni~O. i = 1, .. . ,n, (2.43) 
i=l 

n 

где Ь; = ~ a,j1'V i (О). 
i=l 

Обо;значим этот многогранник D (Ь) и. будем называть 
его многограННИRОИ реанции. Дадим при),{еры построения 
D(b) для каталитических реакций. . 

При "'1 е р 2. РаССМОТРИ::VI систему трех изомеров: A t , 

Аа1 Аз, участвующих в реакциях В'ата.тrитическоЙ ИЗ0мериза­
ЦИИ~ брутто-уравнения IЮТОрЫХ есть 

1) A,~A2; 2) A,~A,; 3) A,~A,. (2.44) 

Такая схЮШ - :ката.тгитичеСRая И3D::11еризап;ил n-бутенов 
над ОRИСЫО аЛЮ1\ППIИЯ - детально изучена в работе Уэл и 
Претера[29]. Каждой реaJЩИИ соответствует скорость­
ФУНRЦИЯ как состава газа, 'так и состояния поверхности. 

Часто поль.sуются следующим преДпо.ТЮЖ8uием: нонцентра­
ДИН ПрЮ1GЖУТОЧI-IЫХ веществ па поверхности каТЩIизатора 

есть фУНI\ЦИИ состава газа, Это гипотеза квазистационарно­
'С"I'И, J\8таДЫ-IО рассматриваемая ниже. Согласно ед, для рас­
сматриваемой реакции существуют такие три функции со­
етава газа Wi,Z,З, что уравнения RИН8ТИRИ можно записать 

в виде 

1Vt =-Wt + W,з 

Й2 = W1.-Щ2 (2.45) 

1Vз = 

в работе [29] иоказано, что, даже предио;:rагал Ш, Ш!­
нейными функциями :концентраций газа тю{ими, как если 
бы реаиции стадий 1, 2, 3 (2.4А) были элементарны, МОЖНО 
хорошо описать данные экснеримента. Положим, следул [29], 



реа:кции стадий 1, 2, 3 (2.44) элю,rентарными. Их стехиомет­
ричеСRие венторы 

Стехиометрическ&л матрица 

Г=('-~ 
l' 

~)' . 
о -1 

1 
(2.47) -1 

J\.'10леБУ.:ты А i • 2 . з - изомеры и не раЗ.ТIичаютсл по составу. 
Поэтому RО.lJичес'Тво любого э:rеМ8нта в системе пропорцио­
нально N, + N, + N,: 

Ь, = aj(N, + N, + N,), (2.48) 
где щ - ноличеетво j-ro Э.ТIЮ18нта в ),1Qлекуле изомера. 

В наI1Iей системе достаточно раесматривать To;rhRo о~ин 
закон еохраненил 

ь = N, + N, + N,. (2.49) 

Соответствующая. ему «молекулярная матрицю> есть вен:тор­
столбец 

(
N

1
) b=A~N=(1,1,1) .~2 . 

1,з 

(2.50) 

Легко проворнется соотношение (2.39) ГА = О. Много­
гранник реакции D есть пересечение плоскости, задаваЮfОй. 
уравнением 1(2.49) с положительным ОЕтантом (рис. 2.8, а). 
Как. пок.&зано на рис. 2.8, а D - треугольник 

В силу закона сохранения (2.49) ::уюжно выразить RОЛИ­
чество одного вещества через Rоличества двух других, на­

пример 

а 

00 

N, = ь ~ N, ~ N,. (2.51) 

Пользунсь Э'тим, (2.45) 
МОЖНО представить :кан. сис­

тему двух уравнений относи­
тельно N, (1), N,(t). Много-

Рис. 2.8. МногогранНlЩ реющии 
ДЛЯ И80меР:И8ации БУ'l'енов. 

а - в :КООР.J;инатах N 1, N 2, Nз ; б ~ в 
l\оординатах Н), N 2 • 



гранник реанции D в .координатах Nj , лr2 задается условия­
МИ N 1 ~ О, N z ~ О, Nз = Ь - N 1 -1\Tz ~ О. Он изображен на 
рис. 2.8~ б. Это, ПО сути дела, тот :жш самый п, ЧТО и на 
рис. 2.8, а, но в других ноордина'Iах - расс:wатриваются толЬ­
БО пределы изменения- ЛI1 , лr'/., ПОСRОЛЬНУ ~rv'з есть функцпя 
N" N, (2.51). 

При:.\1 е р 3. Вернемся н реакции :каталитИчеСI\ОЙ изо­
меризации, описанной в примере 1, и будем рассматривать 
ее в полном объеме, не пользуясь ПР8'дположение:м о мало­
сти количества :ка'тализатора и гипотезо}! Rвазистационар­
ности (в отличие от примера 2). Список веществ: изомеры 
At , А2 ; поверхностные соединения Аз = Z (активный центр); 
А, ~ A,Z; А, ~ A,Z. Существует два 3а!{она сохранения: со· 
храняется общее Rоличество изомеров ,(иак и в газе, так и 
на поверхности) и общее количество активных центров: 

Ь, ~ N, + N, + N" + N,; b,'~ N, + N, + N,. (2.52) 

Соответствующая «ЫО.1е:кулярная матрица) есть 

( '1 О) ( ]v\ '1 

'1 О 

( ::) (~ 
1 О 1 

~) 
j'{ 2· 

A~ О 1 Ь~ATN; 
О 1 1 

Nз (2.53) 

1 lY4 

l1 1 , l 'V I , 5' 
Чис;:rо веществ 5: поэтому ДЛЯ каждых значений bj , Ь 2 два· 
уравнения 

N, + N, + N, + N, ~ Ь,; N, + N, + N, ~ Ь, (2.54) 

задают в пространстве составов трехмерную п.:тос:кость (ли­
нейное-многообразие). Ее пересечение с множеСТВЮi Н80ТрИ­
цательных векторов (N i ~ О, i = 1, ... , 5) дает трехмерный 
многогранник реакции. Опишем его строение при различных 
соотношениях балансных ве;.rrичин Ь ! и b'l,. Предварительно 
напомним один факт из линейной алгебры: пусть L 1 И L z -
;;Iинейные многообразия {плоекости) в n-мерном простран­
стве, а их размерности равны еООТВе'тственно n! и n2; тогда, 
<шак правилО), размерность их пересечения есть n! 1+ n..." - n, 
если это число неотрицательно, в противном случае, <шак 

правилО), пересечения нет. (Пересечение пусто.) Напомним, 
что размерность точки - О. ({}\а:к правилО) здесь обозначае'I' 
следующее: а) еслй пересечение имеет размерность n! + n2 -

- n, то ни:каRИМ достаточно :ма:ГIЫ~1 изменением L j и L 2 

(сдвигом или поворотm.1) эту размерность не изменить; б) 
еС.llИ пере сечение имеет другую размерность, 'То существуют 

СКОЛЬ утоДно малые изменения L, 11 L?, (сдвиги ИЛИ поворо-



ты), после которых эта размерность становится равной. n 1 +. 
+ n'1, - n. Например, две прямые на плоскости первсенаются, 
как правило, в точке: n ! + n2 ~ n = 1 + 1 "- 2 = О. Исключе­
ние - параллельные (пере сечение пусто) или совпа;l,ающие 
{размерность пересечения 1) прямые. В обоих с,тучаях до­
статочно повериу'1Ъ одну из ПРЛI\'IЫХ на сколь угодно ма;rый 
угол, и они после этого будут пересекатьсн в точне. 

В трехмерном пространстве первеечение двух прю"rых, 
нак правило, пусто; если, ')-1\8 оно пепусто, то СКОЛЬ угодно 

малым СДВИГОМ ОДНОЙ ИЗ прямых мшнпо СД8;Iать его пустым. 

Пересеченпе П.10СRОСТИ и прямой, RHK правило,~ ТОЧJ\а, 
а двух ПЛОСIЮС'тей - прн:.\шя. ,Чтобы описать многогранник 
реанции, надо в первую очередь :как-нибудь. задать его вер­
ШИНЫ. ОНИ есть пересечения П.'IOс:кости, за;J:аНI-IОЙ уравнения­
ми (2.54) с н:аютии-то грапями множества (конуса) неотри:­
цательных :вен:торов. Грани этого н:онуса задаются спсте:vrамн 
уравнений инеравенств: 

fN i = О (для i И3 неноторого :vПIOжества индексов 1); 

\N; > О (для j, не входящих в 1). 

Так, для примера 2 вершины D есть пере сечение плос­
ности N1 + Nz + Nз ,= Ь с ребрами конуса неО'т'рицателъных 
векторов (СМ. рис. 2.8) - ,'учам}] 

N, = N, = О; N, ~ О; 

11/2 = Nз = О; ~Ni;::: О; 

N, = N, = О; N, ~ О. 

Естественно предполагать, что, нан правило, 13 рассмат­
риваемом примере (каталитичесная И301неризация) вершины 
D ;будут образовываться в пересечении с двумерными гра­
нями (пространство пятим ер но, ШIOСRОСТЬ трехмерна, 2 + 3 -
- 5 = О). Эти грани задаются условиями j\TiJ.= ]V~i2 = 1V iз =-0 
при j = i J ,2,з. "Не ИСRлючена таюне возмо}нность особых слу­
чаев ТЮШх соотношений bj , Ь21 что вершина обраsун':ГСЯ в 
пересечении с одномерной граНЬЮ-ЛУЧОJl,I: lV i1 = JVi2 = Niз = 
= N i4 ; '1/j ;::: О при jl= i 1 ,2,З,4' 

Пусть Ъ ! > bz• Это соответствует обычной СИТv'ации I-ЮГ­
да масса Rатализатора :иенъше массы газообразнь~х Be~eCTB. 
Очевидно таRже, что Ь 1 , Ьз > О. Будем искать вершины мно­
гогранника D сл:едующим образом. Положим Н8JюТ'орые Ni 

равными нулю и исслецую.'1 при этом условии систему ба­

лансных уравнений (2.54). Если она lI!lfeeT единственное 
не отрицательное решение) то это решение и есть вершина 

п. Ес;rи такое решение нее;~ипс:гвепно, ТО следуе'l' ПО."U1ГНТL, 



что еще нn~ое-пибудъ i"';'=O, и снопа исследовать систо:му 
(2.54) и т. д. Перебирал все возможные совокупности индек­
сов i и ПОJ.агал д.тrя них лr; = О, отыщем все вершины :.vПЮГQ­
гранника п. Поекольку еистюш балансных условий (2.54) 
состои:т ИЗ двух уравнений OTl-IОСI:пе.тьно пяти неизвестных, ТО 

ДЛЯ едннственноети решения ее надо ДОПОЛНИТЬ по :крайпей 
мере тремя урапнения:ми. При Ь 1 > Ь а получим следую­
щие резу"ьтаты. Система (2.54), допоаиепнап оДиим из ус­
JЮВИЙ N 1 = ЛТ2 = Nз = О; лr! = ГУа = ЛТ" = О; Ni = ]\/2'= ~o = О, 
не имеет пеотрицате.'IЫIЫХ решений - масса еистемы пе мо­

}нет быть сосредоточона в парах веществ: а) А1 2, А2 2; б) Z, 
AtZ; В) Z, A2Z. 81'0 связано ·с неравепством Ь 1 > bz. Если 
допо.тнить(2.54) условием Н, ~ Н., ~ Н, ~ О, ТО ОRал;етсп, 
что ПОJIученная система вообще пе 11:I18eT решений. Это еете­
СТВ8ПНО: Ь а * О, а предпо.тrагается отсутствие поверхностных 
соедицений, что приводит к противоречию. Ддя всех оста.:ть­
ных условий вида lV i1 = jYi2 = J."/iз = О система балансных 

уравнений, дополненная И1\ПТ, име8'Т единственное неотрица­
тельное решение. ПеРОЧИС.11J),>[ эти УСЛОВИff Н еоответствую­
щпе им реше:н:,ия: 

H,~H,~H,~O; 

Н, ~ Н, ~ Н, ~ О; 

Н, ~ Н, ~H, ~O; 

N, ~ Nз ~ Н, ~ О; 

Nz = Nз = 1\./5 = О; 

РУ2 = Ь ! - Ь 2 ; 

N, ~ Ь,- Ь,; 

Nz=b t ; 

N j = ы 1 - Ь 2 ; 

N j = Ь ! - Ь 2 ; 

ГУ5 = Ьа ; (2.55а) 

Н, ~ Ь,; (2.556) 

Nз ==;' Ь а ; (2.55в) 

1VT~ = Ь а ; (2.55г) 

N 4 = bz; (2.55д) 

N, ~ N" ~ N, ~ О; N, ~ Ь,; Nз ~ Ь,. (2.55е) 

В случаях (2.35а) и (2.55г) весь катализатор (активные 
центры) сосредоточен в веществе A,Z, в случаях (2.556 и 
Д) - в веществе A,Z, в случаях (2.55в и е) - в Z·. 

Чтобы построить многогранник реаRЦИИ п, недостаточно 
злать его вершины. Необходимо найти та:нже ре:бра - одно­
параметриqеСЮI8 се:иейства ПОЛОЖИТСЛЫIЫХ решений систе­

мы (2.54), доиолненной ус;rОВIIЯМII Н, ~ О для пары нидек­
сов_ i t •2 • Двумерные (плоские) грани ищутся :как двухпара-
1J'етричеение еЮIейства решений системы (2.54) ~ дополнениоi:'! 
ус;rовием 1V~i = О при одном значении i. 

Удобно представить МI-Iогограш-нш D на чертеже в трех­
мерном прос']'ранство. Д.1Я этого: используя законы сохране­
ния (2.54), :можно IIСКШОЧНТЬ две 1-юордипаты, выразив их 
через 3 оставшиеся. Возможно llСКЛIОЧ:ИТЬ любую пару коор­
динат, кроме ]\/,) N z и ЛТ", ЛТ5 • ИСRЛЮЧИМ }'/з И N1 с помощью 
зависимостей 

(2.56) 
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/ 

/ 

8 

Рис. 2.9. Многогранник ре­
акции ДЛЯ Rаталитичеекой 

ИЗ0меризации. 

Q - Ь 1 > Ь:; б - Ь, = Ь2 ; в -
ы � < Ь,. 

в координатах N'l' N'7 
N5 С уч,етом Э'ТИХ зависи­
мостей многограННИR D 
буд.е1' задан только нера­
вепствами 

N1=b1-Nz-N4-N5~ 

~ О; Nз = Ь 2 - i'vT
4 - Ns ~ О. 

Вид D пр~дставлен на 
рис. 2.9. а-в. Там же 
указано, в :каких веществах 

сосредоточена вся маеса 

системы ДЛЯ вершин п. 
В эксперименте, соответствующем rлубо:ко:му разрежению, 

:когда J{оличества газообразных вещее'ТВ N 1 и N 2 чрезвычайно 
малы, ВQЮ'1Оlliна и ситуация, Iшгда балансовые В8.lIИЧИI-IЫ Ь 1 
И Ь'! сопоставимы и даже Ь 1 < Ь 2 • Общее :количество al(ТИВ­
ных центров :катализатора в последнем елучае БШIьше RОЛИ­
чества газообразных веществ. Если величина Ь 1 приближа­
ется R Ь 2 , оставаясь БО;f]ъше нее, ТО сбли:ж:аштсл и некоторые 
пары вершин многогранника п. Как ВИДНО ИЗ формулы 
(2.55), бблизятся вершины 
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UУ, = Ь, - Ь" N, = Ь,) (2.55а) с (N, = Ь, - Ь" N, = Ь,) (2.55г), 
(N, = Ь, - Ь" N, = Ь,) (2.556) c(N, = Ь, - Ь" N •• = Ь,) (2.55д). 

1'Iы указали здесь ТQЛЫ{О И8пу,;rевые значения координат. 
Евнли,ДОБО расстояние между вариантами внутри ЭТИХ пар 

V ~, С'У, - N;)2 равно в обоих случаях 121 Ь, - b,1 и стре­
мится К нулю при Ь, -+ Ь,. ДЛЯ i\РУГИХ пар вершин это уже 

не 'так 

При Ь, = Ь, значения N, в вершинах (2.55г), (2.55д) и 
N, в вершинах (2.55а), (2.556) .обращаются в нуль и вместо 
четырех вершин остаются две - (N, = Ь, = Ь,) и (N, = Ь, = 

= b,J. Остальные координаты ЭТИХ точек - нулевые (СМ. 
рис. 2.9,6), При дальнейшем уве;::rичении Ь 2 имеем Ь 1 < Ь 2 • 
Появляются вершины Ст\'тз = Ь'l - Ь 11 N~ = Ь 1 ), ,(Ns = Ь 2 - Ь 1 , 
N, = Ь,) (см. рис. 2.9, в). Для этих вершин весь га" адсор­
бирован: для первой - в фор,!е A,Z, Д.,Я второй - в форме 
A,Z. Есть еще две вершины (2.55в) и .(2.55е), в которых таз 
и катализатор разделены (чистая понерхность), а весЕ, газ 
собран "ибо в и"омере А, (2.55е), либо в изомере А, (2.55в). 
Эти вершины - общие д;rя всех трех ,случаев Ь 1 ~ Ь2 (C:\f. 

рис. 2.9. а - в). 

2.6. Скорость стадии 

Выше мы, ВВО~ЦЯ понятие скорости элементарной реа-кции, 
поясняли ее IШI{ ЧИС.JIО элементарных актов в единице объема 
и;rIП на единице площа,ДИ за еЦИI-IИЦУ вре::Vlени. 

Одпано вопрое otб Э.18ментарпос'ти реанции И О числе 

э,;темент'арных антов, как праПИJIО, ЭRспериментальной про­
верке не поддается. ПОЭТОМУ важно определить скорость 

стации исходя из RинетичеСRИХ уравнений N = S ~ 'У~Шв + , 
+.v ~ 'rсШс. Скорость стадии шз (f выступает здесь как :ко-

о . 

эффпц:и:ент при с·теХИОМ8'l'рическом в,екторе 'у ",О", И именно 
этот :коэффициент нахО'дят при обработке Rинетических экс­

периментов. 

Отличие же ({элементарно}!)} реан:ции (наприыер, Н + 
+ О, ~ он + О) ОТ пеэлементарной(например, О, + 2Н, ~ 
__ 2Н2.0) -- Б форме зависимости W от концентраций реаген­
тов. Для элементарных реаRЦИЙ задан закон действия 
масс (действующих поверхносте·Й). Скорости прямой 
и обратной э;rементарных реакций сх,lАl + ... + аnА,. ~ 
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(2.57) 

СЕОРОСТЬ стации ш, есть разность скоростей прямой и обрат-
" -(+ - ) +-3 пои реаRЦИИ Ш,<;, Ws СОО"1'ветственнО, : w = Ш,; - шs • десь Ci 

концентрация i-ro вещества: Ci = N/V ДЛЯ вещества из га­
зовой фазы и Ci =NjS ДЛЯ поверхностного соединения, с­
вектор RонцентрациЙ. Мы также будем пo;rrЬ30ваrьсл обозна­

чениями сг и СП ДЛЯ вентаров Rонцентраций газа тт поверх­
НQСТПЫХ соединений СОQтве'тс.твеино. 

Зависимость :константы скорости ОТ температуры, 1\&1\ 

прави.l0; прини::vrается в виде обобщенного. З3ИQна Аррениуса 

(2.58) 

где АЬС-нонстанта; Е"'" - энергии активации прямой и: OIб­
ратной реакций; n= - ПQказатель степени, ноторым pef];J:\.o 
придают непосредственный физический смысл; иногда их 
связывают 'с числом степеней свободы .(теплоеМRосrью) пс­
ХОДНЫХ реагентов и продуюов реакций [19]. в настоящее 
время наиболее разумной представляется точка зрения на 

!{онстанты обобщенного закона Аррениуса A~, n±, Е± нан, 
вообще говоря, на подгоночные параметры, ОтысRиваемые 
в ходе интерпо;;:rяции ЭR.спериментапьных данных. В раЗЛIIЧ­
ных моделях элементарпого акта, OДHaHO~ ЭТИМ пара.iиетрам 

может быть придан Rонкретный физический смысл. В ча­
стности, Е± могут рассматриваться ИДК настоящие энергии 
активации- величины потенциальных барьеров, ноторые не­
обходимо преодолеть, что,бы произошли реаRЦН:И. Но следует 
помнить, что это не обязательно тю{. 

И3 различпых модельных соображений часто ПО.1УЧают 
более С.10жные, чем (2.58), те:.vrпературные завис.имос'Ти НОН­
стант с"орости (см., например, "[19]). 

2.7. Уравнения ДЛЯ концентраций 

Если реакция идет при ПОСТОЯRНО11: оБЪ8)-Iе, то уравнения 
(2.32), (2.33) лег]{о переписат!> относительно "онцентраций: 

1 dN
r

. S '" Г ()..L '\' ( Г) V dt .=:: 11 ~ V,~ШS с i. ~ 'VcrШс; с ; 
, а 

(2.59) 

• 
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или 

ас
г 

s "" г ()' "" ( ,). 7ft = v ~ УаШа с I ~-УаШа с 1 
(2.6И) 

, О 

Несколько сложнее обстоит дело при переменпои объеме. 
Уравнение на изменение :концентраций газа можно ПО;ГIУЧИТЬ 
из (2.32), {2.33), используя соотношение 

dcJ: 1 dl\TJ: N J: dV 1 dNJ: -г 1 av 
7it ~y dt - у2 dt ~ v dt - с V yt; 

(2.61) 

II уравнения состояния. 

Останоuимся на этом подробнее. Выразим V через :КОН­
центрации, используя ,балансные еоотношения 

bj = ~ a'ij~V.l = ~ Щj1\Тf + ~ aij~rvT~ = l' Z aijci + S ~ aucV, , 
(2.62) 

поэтому 

(2.63) 

. здесь a;j- элементы IVIOлеку.;IЯРНОЙ матрицы, а eY:.\-Iмированив 

в чиСЛIfтеле и зпамепатеде проводится по индексам, ОТНО­

сящимея R ПQверхноетны:и соединениям и газу соответствен­

но. Удобно воспользоваться балансом :массы газа: ПОСI\ОЛЬRУ 

.!r micf обращается :в нуль TO.JhJ{O тогда, когда ci = О; 

(2.64) 

Здесь mi в ЧИСJIителе - маеса газа , участвующего в моле 
i'---ro поверхностного еоединения 2), В знаменателе m'j - масса 
:моля i-ro вещества газовой фазы; т - по,;:шая масса всего 
л\3а в сие'теме (как адсорбированного, так и в газовой фазе). 
Формула (2.64) имеет простой физичес:кий смысл: ее числи­
тель ----:- маеса вещеетв, находящихся в гаЗ0ВОЙ фазе (полная 
масса :ушиус масеа адсорбированного газа), а знаменатель­
плотность газовой фазы. Аналогично в формуле (2.63) чис-

Z) Авторы не нашли лучшего напменования ДЛЯ обозначения той 
составляющей поверхностного вешеетва, которая пришла из газовой 
фазы. 



.:тите.:ть - количество j-ro элемента в газовой фазе, а зпаме~ 

натель - количество этого элеМЫfта Е единиц,е объема газа. 
Выражение (2.64) следует подставить вместо V в (2.61), 

а dVldt выразить через скорости реакций, испо"ьзуя урав­
нении состояния в данных УС;IОВИЯХ. Д;.тя изобарических 
ИЗ0теР~fических условий и в случае применимости моде::rи 

идеального газа 

V = N~fщRТ!Р, (2.65) 

где Р = const - давление; Т = const. - темпера'тура; N~БЩ-
" А," ~ N" R число :\1Олеи газа, lv общ = kJ . i; - универсальная газовая 

постоннная. 

Из (2.65) получаем 

~~ = ~ [ s ~ (ш, (е) + 1':i) + v'; (w'o И ~1'cri) J. (2.66) 

Используя (2.64), (2.66), можно придать уравнениям (2.61) 
еле дующий виц: 

dc' 
dt 

s 2: щ,с; ~ ( , RT '" г) 
m-S~m.cr: ~ws(c) 'Ys- c p~"{si + 

~ 1 1 S ~ 

,~' (') ( ,RТ '" \ -j- ~ ШU с 'Уu - с р ~ 'Yui ( 
" , . 

(2.67) 

В (2.67) фигурируют изменения объема в s-й и О-й ста­
диях (за ОДИН (Iмаль» э.тi:"ементарных актов прямой рею,щип): 

А j1 _ вт "', л V _ RT '" 
Ll s - р ~ "{si, u. и - р ~ "{Ui' (2.68) 

Таки;'\'[ о,бразо-м, показана, как с JгчеТQМ уравнения состоя­
ния переходить. от кинетических уравнений ДЛЯ I\оличеств 

вещее'ТВ к уравнениям ДЛЯ концентраций (изобарический 
процесс). 

Может показаТЬСЯ1 что ДЛЯ запиСИ уравнений кинеТИRИ, 
описывающих изменения ко;шчеств веществ 1(2.32), (2.33), 
уравнения состояния пе требуется. Однако ЭТО не так В слу­
чае переменного объема возникает необходимость выразить 
концентрации веществ газовой фазы через их количества, 
поскольку скорости стадий W заданы нан: функции НОIIцент­
раций. Д:r:rя изобарических изотермических процессов и 

идеального газа сг = NT/V = Р N r 
/ lУ~6щRТ. 
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3амеТИllil, что объем 1/ может быть ОПРВП8лен через ба­
лансные СОQ'тношения и концентрации веществ по ФОРI\IУ,:IaИ 
(2.63), (2:64) ,без уравнения состояния. Выразить таким же 
обрааmд объем V через 'балансные соотношения и :количества 
веществ неВОЗl\Ш)-:КНО: неоБХОДИ:\1:J привлс:кать уравнение со­
стояния. Если процесс :неИЗ0термичес.киЙ ИЛИ пеизобариче­
сний, необходимо еще задавать закон И3:J'lЛ8неиия ткvшегату­

ры или даВ.'IеНЮI. 

Тап Ko~дa те уравнения ДЛЯ RОНЦ8нтраций вещеетв и:ие­
ют ту же форму, что И, ДЛЯ :количеств веществ? 

dc' S "', ( '" ( ') dt '~V .:.. у,Ш, с) + .:.. У"'"а С ; 
dc" _ '" П () (? 69) dt - ~ YsWs с. -. 

, и 
, 

Толыю в тех случаях: ногда объем реакционной С),'1еШI под­
)l;ер/-нивается поетояш-тым ';rибо ИIO.Iенением о:бъю-ra в ходе 
рАаЮI,ИИ :ИОI-I\ПО пренебречь. 

l\'1bI подробно остановилиеь па уравнениях ',Л,:ГШ н:онцент­

РС1ЦИЙ, так :кю, пеправилытая запись ЭТИХ уравнений пееы.ш 
часто прпводнт к ошибкам. 

Часто в качестве пере:меПIlЫХ иепользуют паРЦIIa.l1Ы-Iые 

i,\а13,:ТВНИЯ. В случае идеального газ-а: 

(2.70) 

п запись Р; не преДста-вляет затруднений (В ИЗ0теРМIIческоы 
С;lучае), если записаны уравнения относп'rGпыIQ КОН1\ентра­

цп:Й. Если P i ПРИI-Iимаютея IШК основные пеРЮIенные, ОПI:I­
сывающие состояние газовой фазы, то СI{ОРОСТИ стади:й, iЭсте­
ствеННО 1 tab:/-1;:е выражают через P i • Скорос.ть реaI{J~ИИ 

(2.71) 

за,:J;аетс.я :как 

, " 
П а·п( П)if' W = k 1 (Р <)' С; '. (2.72) 

в этш'! случае) ее;:rи реакция идет на ПОВОРХНОСТИ, w имеет, 
}{а}{ всегда, раз:иврность MOJh/CM2 . С, а 11; - соответственно 

!( Z~: 2:"") модь е:мЗ.с.торр) 1 х (ыоль/см:2) 1. 

1\-lогут быть'- исполъзованы та}{же другие единицы .J:aB;re­
пия, Подробный анализ записи уравнений :кинетики ДЛЯ 
реакций, протВIШIOЩИХ в различных условиях, дан в Ш-Iиге 

[25]. 
Для опиеапия состояния поверхности катализатора в хо­

ТJ:e рею-щип используют танни е;rеj1,ующие перемет-тные - СТ8-

4 г. с. ЯБЛОНСi\ИЙ, Е. и. Быков, А. Н. Горбань 



ПСИН ПОКрЫТИЯ. Они имеют простой lJaГJIЯДНЫЙ ш.'lЫСЛ, когда 
активные центры О,цно'!'ипны. Обозначив число активных 
центров bz , а их :концентрапию Cz = bz/S, запишем д,тJЯ лю­

бого соединения на поверхности A~l: 

8i = N~/bz = cf/cz, (2.73) 

верхний IIнден_с п у 8i не стаВIП'l, так же как пнде:кс г у Pi , 

поскольку 8i - специфпчесн:ая харан:теристи:ка поверхност­
НОГО соединеIПШ и не может относиться н_ газу. Нетрудно 
:Переписать основные уравнения в новых переменных (сте­
пенях пон:рытил), так как bz = const. 

Тогда балансное соотношение д,;тя степеней покрытил 

2] aiz0i = 1, (2.74) 
i 

где aiZ - чис,'Iо активных цечтров в i-M веществе поверхно­
сти .fP{. Если все эти вещества содержат оди\Н активный 
центр, то соотношение (2.76) прио'бретает привычный в re­
терогенном каТiJ;'lизе ВИД 

~8i= 1. (2.75) 

Однако сле.дует помнить, что в общем случае надо пользо­
ваться соотношением (2.74). 

ЕС"ПI активные центры неоднотипны, то IiIQЖНО ВВОДИТJJ 
степени покрытия, соответствующие I{аждому типу центров. 

2.8. Нендеальпые системы 

Закон действия маСС/Д8i:'rcтвующих поверхпостей - про­
стейший из B03MQi-I-\ПЫХ кипетичеСIПIХ 3Ю<ОНОВ. Одпано оп, 
вероятно, справедлив далеко не всегда. ~T спехи в ПРИ:!VIепении 
этого закона объясняются, в частности, тем, что при зада·и­
ном наборе веществ, увеличивая число стадий и" подбцрая 
соответствующим образом их константы скорости, можно 
достаточно хорошо приблизить решением уравнений Rине­
тиl{и (2.32), (2.33) на любом :конечном интервале времени 
вслкую дифференцируемую зависимость N(t), yдoв:reTBO­
ряющую условию неотрицателы-Iсти,1 ба:::rансным соотноше­
ниям (2.19) и не имеющую точек самопересечения: N (t1) + 
+N (t,) при t,"" t" т. е., грубо говоря, закон действия 
масс/действующих поверхностей :может описать любое дина­
мическое поведение, если не"т дополнительных ограничений 

(типа принципа детального гавновесия, С)о!, ниже). Если же 
вводить наряду с добавочными стадиями еще и новые <<про­
межуточные веществш" то даже при справедливости прин-
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ципа )\етзлт,ного равновесия J\.fОJIШО с RЮi'ОЙ УГО,дпо точпоетыо 

описать любое динамическое поведение на конечном интер­
вале времени уравнения:ии киннтики, построенными в ео­

гласии с законю! действия масс/действующих IIовеРХНОС'I'ей 
(см. подробнее в [30]). 

Замети),'!, что че:и хуже соответствует за:КОI-I действия 
:;\Iасс/действующих поверхностей сути дела, ТЮ1 больше ~Ta­
дий (И «промежуточных вещеет"" ) потребуется ВВОДИТЬ для 
описания реакции. C-УЩ8ствует иная возможность попытать­
ся зада'Ть. другой RинетичееRИЙ занон. Iдлл ет{ороети элемен­
тарной реаНЦИIi. ВаЖНЫ:\I обобщением закона дейетвня масс 
(деЙСТВУЮIЦIiХ поверхностей) ·является RинетнчеСRИЙ закон 
Марселена де Донде .[31]. Б нем кащдому веществу А,ета­
ви'{ся в соответствие }IеRоторая функция НОIIцеитраций­
аюивцость а, (с). СКОРОСТЬ реакцин 

а,А, + ... + 'сх"А" -+ ~,A, + .. , + ~,Л" (2.76) 

~аписывается так же, нак и R (2,57), только 
раций С'тол'Г активности 

вместо к::шцент-

w = k(Т)Па~i. (2.77) 
. i 

Функция а, (с) до;шпrа удовлетворять очевидному ограни­
чению: 

а, (с) = о, если С; = О. (2.78) 

3то ограничение равносильно ТО::\'!У, что скорость расходова .. 
НИЛ вещества нулевая, когда оно отсутствует, 

3аБ'ОП действия масе - традиционнiнr основа моделирова .. 
пия RИllеТИIШ ХIIмичеСRИХ реаКЦИЙ 1 по его прямое примене­
Iпте ограничено идеальными систе:\-Iами в изотермических 

условиях. Более общей яв.:тяется Rипетин:а Марселона де 
Донде, которая иаучалась Файнбергом [32J. Однако она тан­
!Н_е не всегда достаточна, П рив-едем наиболее общую (из ра-
3у::\пIых) форму кинетиче.СRОГО 3 aI{OI-!а , согласованного с тер­
модинамикой. Скорость обратимой реакции (2.20) есть 

ш (о, Т) ~ шО (с, Т) (exp~aif'i ~ ехр ~ ~if'i)' (2.79) 

где ш О (с, Т) --положительная фуrпщия; ~i (с, Т) - псев­
дохииичеСRИЙ: потенциал вещества A i • Обычно ~1 есть хи­
мический потенциал, деленный на ЛТ. }rравнение Rпнети­
;Н:И в занрытой системе ес!ь (2.32). Для гомогенной системы 

N = V 2: "(,10,, (2.80) 

где l'{ - вектор :количеств Л'i веществ A i ; V - объем систе-
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мы; т,,, - стшростъ s-й СТElдит,r Rида (2.79); "'(" - С1'ехиомет­
рическиii вен.ТОР с КО::VПlОнентами "( ,! = ~Si - O:si. Величины 
j\/; '- это основные пере:меНIIые l характеризующие СОСТОЯI-ше 
смеси. Все остальные величины при ;,адаппых условиях мо­

гут быть выражены через lУ и. постоянные для данных ус­
ловий величины. Далее предпо.цагаем, что это каждый раз 
сделано. 

Потенциалы ~ti ДОШ-J-ШЫ удовлетворять ограничениям. 

1 О. Условие СI1М::VIСТРИ:ЧНОСТИ: 

DiJ.i DI-Lj 

дЛТj oN
i

' 

20. Уелов:ие положительности: 
а) ПВElдраТПЧIIая форма 

'" a~i 
~ Xi oN,' Xj ,., 

(2.81) 

(2.82) 

неотрицателы-lO определена в R"; 
б) :квадратичная форма (2.81) поло;-:н:нтеЛЫIО опреде.тrе­

па в любой гиперплоетюсти: с ПОЛО/l-<fпе.'Iыroii нормалью ,\1 

(все у,>О). 

Условия (2.81), (2.82) обеСllечивают существованио вы­
пу!шой фующип Ляпунова "ля уравнений (2.32): дС! дN, ~ 
= /1i. Если найден вид ПОТ8нциа;rов Jl.i, ДЛЯ Н.оторых выпол­
Г 01:0 10, то Д.'IЯ разных условий (в том числ.е и ДЛЯ неизо­
тС'рмических) мошпо выписать термодинамические Фупкции 
Jlяпупопа. TaIi: 1 ДЛЯ идеального газа и зiн\Опа действия 
масс 

и. CV ' 
,'; (с, Т) ~ Iи Ci -,- R~ + -F In Т -1- 0i, 

где Ui - энергия основного состояния A i ; С,п - уделышя 
парциальпая теплоеМRОСТЬ (c~'1. [3!1]); :Oi - ПОСТОЯI-II-Iые, опре­
}1,8.1IЯЮЩ,ие полorП8пне ТОЧRН равновесия. Полученное пыра­
j-нение ~ (с, Т) ПО3ВОЛЯ8Т пыписать R ЯВНОМ виде Tep::vro­

дипамичесн:ие фУПНЦИИ Ляпунона G. НаПРИ::VIеРj Д.'lЯ тепло­
изолиропанной сиетемы при УСЛОВИЯХ 11 j U = const (и­
внутренняя энергия системы) 

'" ( N i ) Су C~.:..Ni Inv+oi-1 +R(ll1T+l), 
где 

ПреЛЛОЖ8Ш-IЫЙ ПОДХОД позволяет обобщить анаЛОГIТчные 
фО]J:\'lУЛ:Ы Д.11Я ~i, G па СJIУЧJ.Й: переменпых уде.1ЫIЫХ пар-



ПИсШЬПЫХ теплоемноетей: бо.:тее слQ}т-\пыx уравнений состоя­
ния, неидеальпой Ю1l-IеТИl\И при ~/, Т = const и т, д, Отме­
'тим, что при постоянной теплое:мь:ости Т можно считать 
«веществом» [33], Однако распространение этой апа.lIОГИИ 
на общий случай некорректно. 

§ 3. ПРИНЦИП ДЕТАЛЬНОГО РАВНОВЕСИЯ 
11 ЕГО С.1ЕДСТВ1IЯ 

3.1. Принцип детального раВНDвесия 

До сих пор (§ 2) :мы оБСУl-Iща.ТIИ лишь епособы записи 
уравнений химичесн:ой I{инетит-\,и для закрытых систем, т. е. 
систем, не оБМ8пивающихся веществом с онру;-нающей сре­

ДОI':'I, Перейдем теперь к исслеДованию дипамичесн.их свойств 
этих систем. Сформулируем основное свойство закрытых 
ХТВ1ичеСRИХ систем, выраншемое ПРИI-IЦИПОМ детального рав­

новесия: точка покоя З3RРЫТОЙ снетемы Я1шяется ТОЧНОЙ 
Aeta.lIbI-IQГо равновесия - спорость -каждой ста пии в пей 

равна нулю. 

(2.83) 

Таки!>.'! образом, если в занрытой СПСТе:.\Ie с = N = О, то 
для каждой стадии Ш" = о. 

Фундаментальные результаты в обосновании и распрост­
ранении принципа детального равновесия па широкую об­
"асть ЯВiIениii принад;reJRат Л. Опзагеру (1931), хотя хими­
ки использовали этот ПРИНЦИII и ранее (см. T.J:. 1). О вы­
воде принципа детального равновесия из принципа ).1ИRРО­

СRопической обратимости можно прочитать в [35, 36]. При 
наличии внешнего иагнитного ПQ.lIЯ равновесие мтН8Т не 

быть детальньв.,r. Соответствующие модификации принципа 
можно найти в [З7J. 

Отметнм, что, говоря о занрытых системах, СJ:едует 
и:vrеть в виду не тольн:о закрытость в собствеIIIIО~I смысле 
слова - отсутствие притона и оттока вещества: но и равно­

веспость O:KPYj-нения~ с :которым система взаимодействует. 
Существует П8с.нолыю идеализаций процесеов взаимодей­
ствия с равновесным о:кружением, например: а) ПО теплу­
ИЗ0термичеСI{ие (вза:tIмодействующие с термостаттд), п.J:и 
ТЕ'ПЛОИ30JIированные, б) по объему и давлению - изобариче­
ские , или изохор:ичесн.ие. 

Принцип дета;rьного равновесия обуслов;тивает специфи­
чеснне черты занрытых систем, Для уравнений :кинетики, 



fI6С'f'р6еIiных йа 6сП6ваиий закОна действия масс/деиствуrо­
щих поверхностей, с помощью этого пр.инципа можно до­
казать, что 1) в закрытой системе положительная точна 
равновесия единственна и устойчива [38-40]. 2) нестацио­
нарное поведение си:сте~IЫ вблизи ПШIOжи:тельной точки рав­
новесия очень простое - здесь не может быть дю-н:е зату­
хающих Rолебаний,- положите.JIьная ·точка дета;аьного рав­
новееия является устойчивым {,узлом» [29, 41-43]. 

НаПО:МIШМ, что ТQЧIШ навыаетсяя полол:;ительной, если 
псе ее н:оординаты больше нуля (I\Ti > О, или, ЧТО то Ш8 
самое, С; > О). ДОRа;зательство утверждений 1, 2. будет И3-
ЛОJнепо I-ппн:е. Существование точпи детального равповеспя 
накладывает ограпичепия па значения конетант раЮ-IOве­

сия - отношений констант скорости прямой и обратной 

реаициЙ. Выясним вид этих ограничений. 

(2.84) 

* Здесь Ci. - Н'онцентрация A j в равновесии. 
Сделав простые преобразования и прологарифмировав 

обе части (2.8[,), получим 

~ ([J,; - a'i) ln c~ = ln{k; /k;-) = ln Кр" (2.85) 

здесь [(ps - константа равновесия s-й стадии. 
Если обозначить для н.рат:кости вектор с компонентами 

ln C~ через ]0 с*, а вы\тор с Rомпоиентаl\ПI ln Kp~ - через 
ln Кр , то (2.85) примет вид 

Г ln с* = ln Кр • (2.86) 

Поскольку пока с* пробегае'l' множество ПОЛОJJ-\.ительных 
векторов, In с* пробегает все линейное п-мерное простран­
ство (ln отображает положительную действительную полу­
ось Щl ВСЮ прямую), единственное ограничение на Кр , вы­
текающее из существования точки детального равновес.ия, 

есть 

lnKpElmr, (2.87) 

т. е. вектор С :компонентами ln [(ps., леяпIТ в Im Г - образе 
:VП1ТРИЦЫ Г, а именно существует тан:ой п-мерный вектор Х 1 
что 

Гх = lп Кр , ~ Y'iXi = lJ1 Кр ;. 
i 

(2.88) 

Как найти в явном виде ограничения на значени.я: Кро , 
связанные с условиями (2.87), (2.88)? Д.тrя: этого следует 



oTынатьь все решения системы ураВН,ений 

~YsYsi=O' i=1, ... ,n; уг=о. , 
Здесь у - вектор-строка. 

(2.89) 

Найдя полный набор ;.тrинеЙно-пезавиеимых решений 
(2.89) у', ... , у', можно выпис.ать ограничения на J{ps, экви­
валентные (2.87), (2.88): 

yilnKp=O; 2y~InKI"=O, y=1, ... ,I. (2.90) 

Приведе:и примеры. Простейший 113 них дает система из 
'трех из""еров (ИЗ0меризапия бутенов) : 1) А, *" А,; 2) А, += 
*" Аз; 3) Аз *" А,: 

Г = (- ~ - ~ ~); уг = О, {-~: ~ У2 
1 О - 1 У2-

Уз = о 

= о. 

Уз =0. 
(2.91) 

Из (2.91) очевидно, что у, = Уз = Уз. Решение системы 
единственно с точностью до постоянного· R'ОЭффИЦIiента, 
выберем у = (1, 1, 1). Соответствующее ограничение па 
HoHcTaHTы равновесия есть 

у In Кр = О; ln K j " + ln КР2 + ln Крз = О (2.92) 

или кр,.Кр2 ·Кр, = 1. 

Аналогично д,тя произвольного линейного (:\шномоле:ку­
ЛЯР!:IOТО) цин.ла (ребра - стадип, не путать с дпудольпым 
графом механизма): 

1) А, += А2 ; 2) А, *" Аз; ... ; n -1) А,н "" Аn ; n) Аn "'" А, 
(2.93) 

( -1 1 О 01 

0-1 1 О 

г= о 0-1 О 

О О О -1 1 
1 О О 0-1 J 
I 

+Уn= О 1- У, + 
У,- Уз =0 

уг =0: { 
УЗ - Уз =0 (2.94) , 

l Yn-l - Уn = О. 



Очевидно, Уl = У2 = ... = Уn, __ решение едииственно с точ­
ностью до ПОСтоюпюго :Ушоп·штеля: и мопшо выбрать у = 
= (1, 1, ... ,1). Отсюда ограничения на" константы равно­
веси~ 

ln Кг' + ln Кр , + ... + ln К,,,, ~ О 

ИЛИ Кр) . K'[I2 ..• " "Kj)n = 1. (295) 

l\.iон-шо по:казать, [по для любого мономолекулярного 
механизма все ограничения на :константы равновесия, вы­

текающие из принципа детального -:равновесия, будут ис­
черпаны, если выписать СООТIIошения (2.95) д;:rя :канЩОГО 
простого цин:па, присутствующего в графе этого :механизма 
(ребра - реющии). Например, в механиз"е 1) А, "" А,; 
2) А, "" А,; 3) А, ~ А,; 4) А, "" А,.; 5) А" +" А,; 6) А, "" А, 

Ограничения на константы равновесия будут выглядеть 
I"\aI{ 

КРlJ{jJ2Кrз = 1; KJНKг5KP6 = 1. 

3ю,штим, что соотношение (2.95) и:меет место в том СЛУ"чае, 
:когда во всех стадиях прямые реа'кцип ориентированы, нан: 

указано в (2.93), В противном случае пеноторые k+ l\"Iепя­
ются :местами с k-, Кр переходят в 1/KjH 11 МО;I-ШО записать: 

П "$ 6 (Кр,) ,~1, (2.9 ) 
" 

где о" = "1, если в s-й стадии прямая реакция ориентиро­
вана, н:ан в схеие (2,93), п Os =' --1 в противном елучае. 
ТаЕ, для схемы 

1) А, """ А,; 2) А, +" А,; 3) А, +" А, 

по.,учи", [(р,Кр,(Кр , ~ 1 или Кр, ~ Кр , . Кр, (а, ~ -1). 
При исследовании н.аталитичес:ких реакций линейные 

(иономоле:кулярные) мехаНИ3:i'1-IЫ появляются в двух случаях. 
1. Расематриваются брутто-уравнеппя превращений ве­

ществ гаЗ0ВОЙ фазы и показывается, что lVIожно соглаено 
им записывать линейные уравнения Rинети:ки, изменяя, 

быть может, .Т(ИШЬ масштаб вреиени. Такие реакции назы­
ваютея псевдомономолекуляриымн и дета;гrъно рассмотрены 

в работе Узя и Претера [29J. При",ером тому служит уже 
не раз упомипавшался реан.ция изомеризаЦIIИ бутенов, 

lU4 



2. Рассматриваются превращепия толыш поверхностных 
соединений, а состав газовой фазы предполагается неизмен­
ным. Если в Э1'О:-'1 случае ~'1еханизм линеен ОПIQс,ителыIO 

проме'Н,-уточных веществ, то механизи пр ев ращения пр оме­

i-I{УТОЧНЫХ веществ предстает МОНЮШЛ8RУЛЯРНЫМ. 

В первом случае (псепдомономо:rен-улярные реакции) ис­
по;rrЬЗ0вание соотношений на нонстанты равновесия необ­
ходимо и оправдано. Во втором же (моно:-.ш;тенулярпая схе­
ма превращепия поверхностных соединеНИlr) {<I-\онстанты 
равновесию> не являются истинными }{Qнстанта:NIИ равнове­

СИЯ, а включают в себя КОПЦel}трации реагентов пз ra30BOI'i 

фазы. Например, ДЛН стадии СО + Pt "" PtCO истинная КОН­
станта равновесия k-r)k-" а ДЛЯ соответстпующей стадии ли­
нейного :.\-1еханизма превращения промежуточпых соедине­

НИЙ Pt, :<± PtCO вместо RО'пстаIlТЫ раШ-Iовесия получи).{ 
k+[ СО] /1г, ПОСIШЛЬКУ 

ш+ ~ (k+[CO])[Pt]; ш- ~ k-[РtСО]. 

Поэтому во ВТОРО:М случае ограничения па {ШОI-!Станты 
равновесию> (2.95), (2.96) непримешшы - их надо ИСПОЛЬ­
,зовать для изучения :констант истинного ).{схани:зма, ВI-\ЛЮ­

чающего и вещества П130RОЙ фазы. Ограннчения~ получен­
ные при этом, сн.ЮН:УТСЯ И па {~КОI-IСТЮ·1Тах снорости» схемы 

превращеиий про,мын.уточпых веществ. 
Важно понимать, что ограничения на константы скоро­

сти (ТОЧlше, на их отношения - :константы равновесия), сле­
дующие И3 ПРИI-Iципа детального равновесия, ВЫПО.;Iпяютс.F1 

Н8sависимо от того, в I-\аНОЙ системе осуществляется реак­

ЦИЯ - В занрытой или ОТЩJЫТОЙ. Ведь IЮПСТDЛТЫ СI-ШРОСТИ 
ОДНИ И 'fe же. Отличие Ш8 еастоит в тои, что правые части 
уравпений для отнрытых систем содер;-нат дополнительные 
слагаемые! учитывающие об:.vIен веществом с ОI{ружением. 
При подборе I{инетичесних пара-:vreтров следует ПОМПИ1'Ь, что 
не все опи пезависп:мы. Это и сонращает трудоемкость под­
бора и предохраняет от возмоя,\пых ошибок. 

Приведем еще ОДИН ПРI1Уrер. Рассмотрим вповь ПРОС'l'ей­
тую реакцию каталитической изомеризации (пример 1) СО 
списком веществ А1 , А 2, Аз = Zr А" = A1Z, А5 = A2 Z И ме­
ханизмом О) А,""А,; 1) А,+ А, ""А,; 2) А,+±А,; 3) А,+ 
+ Аз :<± А5 • Соответствующая етехиометричесь:ая матрица 

r -1 1 О О 01 
1-1 0-1 1 01 

г={ ,. 

1 
о о 0-1 1 i' 

1 0-1-1 О 11 
\ J 



r -~: -Уl 
~O 

-уз = О 

уГ = О: \ -Yl - Уз = о. 

I У, -У2 =0 

\ У, +у,=о, 

откуда Уа = -Уl = Уз = -У2; решение единственно с точно­

СТЬЮ дО ПQСТQЯIIl-IOГО МПQ}I-ш'геШI, и МOIIШО ПОЛО/I\И1Ъ у = 
= (1, - 1, - 1, 1) и в соответствии с (2.90) 

ФизичеСRИЙ CMblC;:r ЭТОГО огра:ниченпя прост - катали.3 <ше 
сдвигает равновесию> - равновесный еостав газа при нали­

чии катализатора равповеСGП и сам по себе. ЭТО относится, 
вообще говоря, и не ТОЛЬКО R l{зталптичеСRИМ реакциям: 
ограничения на I{ОПСТЫll'Ы равновесия (2.87), (2.88), (2.90) 
означают, ЧТО ОДНИ реющии не «сдвигают равновесия дру­

ГИХ», поскольку равновесие детально. 

Ограничения (2.90) не ВDЗI-ншают, если все 'Y~ линейно­
независи:мы. Тог.,ца ни для: на:кого пепулевого у не ВЫПОЛ­
няются у Г = О, ПОСI{ОЛЬКУ ЭТО эквивалентно соотношению 

2; у,"I, = О. , 
Напрпмер, для мехаю!3ма Или - РНДIlла О, + 2Pt +" 

*" 2РtO, СО + PtO ~ СО, + Pt стехиометрпческие векторы 
(А, = О" А, = СО, Аз = Pt, А, = PtO, А, = СО,) 

-11 01 

О -1 

"11 = -2 1'2 = 1 

2 -1 
I OJ 1 J \ 

линейно-независимы (ес.тш бы они были линейно-зависимы, 
то была бы пропорци:ональность: "[1 = а . "(2). Так же и Д.:IЯ 
механизма Ленгмюра - Хиншельвуда: 

1) О, + 2Pt ~ 2PtO; 2) СО + Pt ~ PtCO; 

3) РtO + PtCO ~ СО, + 2Pt; 

А, ~ О,; А, = СО; Аз ~ Pt; А, = PtO; Аз = PtCO; Аз ~ СО, 



( -11 01 О' 
О -1 О 

-2 -1 2 
"1,= 2 "1, = 

О "13= -1 

01 l' 1-11 
о J о! l 1 J 

Векторы "( i, 2, 3 линеЙпо-незаВИСIIМЫ. Это очевидпо ~ у KIO-I-\-

дога из них есть компонента с неПУЛ8ВЫМ значением на 

таком месте, где в ДВУХ других -1 столт пули. Поэтому стан­
дартная ПРОЦ8дура проверни линейной независимости [44, 
45] здесь ни R чему. 

РаССМОТРИ1\-I теперь ограничения Шl IШl-Iстанты объединен­
ного четырехстадийного механизма, добавив R механизму 
Ленгмюра - Хипшельвуда в :качестве четвертой стадии 
СО + PtO ~ СО, + Pt. Чтобы иметь ЕО3МОЛШОСТЬ говорить о 
константах равновесия, будем считать ста,дии 3 и 4 
обратимыми (теоретичеСIШ это так и есть, одпа:ко констан­
ты скорости обратимых реакций настолько маЛ~I, ЧТО ими 
обычно пренебрегают): 

1-1 0-2 2 О О' 

уГ= О: 

0-1-1 О 1 О 

О о 

о -1 

r у, 
i 2у, 
12у, 

I 
I 

2 

1 

-у, 

-У2 

у, 

-1 -1 1 

-1 О -1 J 

=0 

-У4= О 

+ 2у, +у, = О 

-Уз - у, = О· 

-У, =0 

Уз + У, = О 

Отсюда У, = о, У' ~ У, ~ -у,. Можно взять У ~ (О, 1, 1, - 1); 
соответствующие ограничения есть 

Согласно (2,97), третья тг чст-вертая стадии могут 

быть ПОЧТИ необратимыми талыш одновременно (K~3,4 7-=: 

=kt.4/k;;;4 ----+- 00 при Кр2 , не стремящейся: Б НУЛIО), 



Таким обраЗ0М, предполагая необратимость одного иа 
:механизмов (Ленгмюра - Хиншельвуда пли Или - Ридила), 
следует предполагать необрати::vюсть второго при ус;товии 
КР2 ~'O. Если же процесс провод:и'тсл при высокой темпе­
ратуре и КР2 очень MaJIR, то равенство ]{р_" = Kpz • /{f'3 может 
выпо;тпяться и в ТОМ случае, н:огда четвертая стадия обра­
тима, а третья - пра:ктичеСI-ПI пет. Это .не противоречит 
ПРИНЦИПУ детального равновесия. 

Принцип детального равновесия па:кладываеr ограниче­
ния и на то, :какие совокупности стадий :могут быть обра­
тимы:ми, а нДние - нет. l-lапри:м:ер, meX5J-I-IИ3::vI (а) воз~шжеI-l, 
а мехаnиз::vr (б) - нет, 

Действительно, согласно (2.95), для ::о.'18хзнизма реагщии 
А, *'" А,; А, *'" А,; А, +" Ар, J(PiJ(P'[{Pi ~ 1. В случае (а) (для 
{'почти необратимости») Кр! - =, Kf'2 - =, Крз -+ О; их про­
изведение MQJ-H_er стремиться I{ 1. В случае (6) все три КОН­
станты Кр !, 2., 3 -- 00, их произвеД8ние не МЫ1\ет стремить­
ся к 1. 

Еще раа папомним, ~IТo uce ограничения ОТНОСЯТСЯ R 
нонстаптам истнппого -:Vlexa f-шзма, в н_оторые входят и ве­

щества газовой фазы. Для. mexat-lИЗМОВ превращения проме­
жуточных веществ (в преДПОЛО:;-К8ПИН постоянства Т\онцепт­
раций гаЗ0ВЫХ реагентов) условия (2.90) прямо 'примеНJlТЬ 
нельзя. Тап, механизм (б) (пеобраТИ::Vlыii линейпый Ц}I1{Л) 
ДЛЯ промеШУТОЧI-IЫХ соединений B03::Vlo;-кеп. Простейший 
пример - Н80браrимая ката;титическая ИЗ0меризация: 

ПревраЩ8НИЯ промежуточных веществ: 

Ограничения на механизм превращения промежуточпых ве­
ществ i\'IOTYT ВО3I-ПП{(1.ТЬ I{(1.}\ следствия знадtlза мехапизма 

с участием газа. Таи, для Ч8тырехстадийного ~I8ханизма 
ОН:ИСJ1еllИЯ СО па Pt трет.ЪЯ и четвертая стадпи ДОЛЛШЫ 
быть одновременно либо обратимы, либо нет, 
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:Константы скорости 11 :механи3:NlыI реаRЦIiП':'1 для неиде-
3ЛЫ-IЫХ систем (I{И1l8тичесюгй занон l\IIарсе;r8иа де ДОIIде) 
подчиняются тем же ограничениям. Для пих в ФОРi\'1УЛЫ 

(2.84)-(2.86) входя; ai (с*) ЮIесто с;, а остальные форму­
;r:rbl и все- рассуждения - те- же самые. 

3.2. ЕдинствеННОСТЬ]l ~iСТОЙЧИ:ВОСТЬ равновесия 
в зан_рытых СIIстеl\ШХ 

Пусть константы равновесия удовлетворяют условиям 

(2.87), (2.88), (2.90.- существует хотя бы одна положи­
тельная ТОЧI-Ш детального равновесия с*. ПOIшжем, ЧТО 
тогда любая стационарная точка есть точна детального рав­

новесия при справедливости закона действия масс/дейст­
вуЮЩИХ попеРХI-lостеi'l, 

~ а) Реакция при постоянном оБЪ8ые. Введе:м фуш-щию 
n 

G :;.: )1, N i (111 (C)C~) - 1) и вычислим ее пропзводпую 11 
i=l 

силу системы уравнений :кинетикп (2.32), (2.33): 

dG ~ "" dG dN i • дС (, *) 
dt "::"8/,/. dt' длr. = ln Ci/Ci ... 

i ~ t 

Но для I\ЭЖДОГО S (и аналогично ;т,ля а) 

~Y'" 111 (с;/сn ~ 111 (п, c~'i/:r;r C;"'i). 

~~ = -S~ш,]n(ш:lш;-)- vIШcrlI1(wdlш~). 
(2.98) 

, cr 
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Логарифм - >Iонотонная функция: 

если ш+ > Ш-, то In ш+ > ln UГ, и обратно, 
• 

если ш+ < Ш-, то ln ш+ < In ш-; 

поэтому ДЛЯ каждого s 

wslп(w;/ш;-) = (wsf- - ш;)(Inwi -ln ш-;)~ О, 

и равенство нулю достигается только в том случае, :когда 

wJ = Ш; - Е ТQЧН.е детального равновесия. 
б) Реаи.ция при постояННОМ давлен •. ДЛЯ этого случая 

введем фуннцию 

G = ~ NfIn ( с:с) + ~ N~' (ln cJ" - 1). (2.99) 
i c i i c i 

Считая гзs идеальным (PV = ЛТ~бщRТ), вычие;rп:~{ про­
изводпую G В силу системы (2.33): 

ас ~ дС dN i . 

dt = i DNi----at:' 

~~[ = ln (NU N;*) - lп [ (f щ) / (~N[*) ] = ln (с:/ c~*). 

Здесь учтено, чтО сг = lV
r/J", поэтому 

ln(c:lc.;*) = ln (N;/N:*)~ln[(~N;)/(~N~*)], 

а G = ~ N; ln (,~~~) - N~бщ ln (N~бщIN~;щ) + 
" . 

+ ~N~(lп(с~/с~*) -1), 

где lV~БЩ = ~ lY~ -- полное количество вещества (моль) в 
i 

газово"й фазе. Так 1-н:е как и в случае постоянного объема, 

дС 1 ( П/ п*) --г = n Ci Ci ,поэтоиу 
длr. , 
~~ = ~ s ~ ш, Jп (ш;/ш-;) - У ~ Ша ln (ш;; /ш;;), (2.1 ио) 

, а 

ас 
те ~ О, и равенство нулю достигается толы"о В- ТОЧНD.х дe~ 

талы-Iгоo равновесия. 
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Тю~им: образом, в предполоmенип закона дейстния 
масс/действующих поверхностей из существования ХО'ГЬ 
одной точки детального равновесия следует, что существует 

диссипаТИВШIЯ ФУIIКЦИn состава G, производпал которой 
равна нулю таJIЫЮ в точках дета;rьного равновесия. RTG 
и:меет смысл свободной энергии. 

Из существования тar,ой диссииативиой фУИRЦИИ выте­
кает, что любая lIOложите.Т[ьная стационарная точка для 
уравнений (2.32), (2.33) - ТОЧRа детального равновесия и 
любая положительн~я (i) - предельная точка - таЮ-Ее ТОЧЕа 
равновесия. Определяя G на границе :Nп-югограННlша реак­
ЦИИ (некоторые N i ~ О) ио ире дельному переходу, нетрудно 
видеть, что и любая не отрицательная (в TO~1 чиеле п гра­
ничная) (и - предельная (в тои числе и стационарная) 
точка - точна детального равновесия [24]. G доопределя­
ется на границе так: если Ni =F О, I'I,тi -+ О, ТО Ni ln I'/i -+ О, 
поэтому если N i _= О, то слагаЮ1Ое в С, соответствующее 
i-~IY веществу, отбрасывается (полагаетен равным нулю). 
G - строго ВЫПУЮIaЯ В многограннике реакций D функция. 
Это 0значает, что ДЛЯ любых двух точек D, N и /t/I зна­
чен:ие G на отреЮi:8 между ними в точие 1V + 'А (N' __ 1\Т) 
(О < л < 1) - удовлетворяет с;!едующему неравенству: 

G [N + 1.(N' - "')] <G (2\')+ ЧG (2\<") - G (ЛТ)], (2.101) 

т. е. на любом отрезке ГРfl.фИR G лежит под своей хордой. 
Особенно просто это проверяетсл для СЛУЧfl.л постоянного 
объема - фушщия !(х) ~ х ln а.Т (при а> О) строго ВЫПУRла 
и сумма вып_уклых Фупн.ций выпукла, а G. - есть сумма 
функций такого вида от всех N;. В случае ПОСТОянного дaB~ 
ления необходимо доказать выпунлость функции 

(здесь для краткости из (2.99) отброшены вее линейные по 
N слагаемые, которые содержат ln л,:Г, а такЖе 'ВЫПУRлая 
функция от NП ). Воспользуемся еще одиим характеристи­
ческим свойством гладких строго выпуклых функций: .вто­

рая производная СО по ;тюбому направлению в D должна 
быть строго положительной. Чтобы проперить ЭТО, запишем; 
N i = N Di + X-I\, где О; - компоненты паправ.;rяющего вектора, 
вдоль которого будем брать вторую ПРОИ81ЮДНУЮ. Если Be~ 
щество Ai является поверхнос'гным соединением, то Bi = О. 
с другой стороны, найдется ТaIше вещество газовой фазы 



Aj , что О; = О, 

d'2G 
о 

dx~ 

Проведя э:rементарное преобразование, получим (читателю 
рен:омендуем получить это самостолте;rьно) 

-)'1 о 'УГ n 
_ j v ~ oi 2":' лт Г >- О 

. ОН -;::;-- , 

V '" . 
.JY о} п=1 

приче~I равенство нулю достигается ТОЛЫШ в том случае, 

6i О} 
ногда для :rюбых i, j = 1, ... , n и ,чг = ,чГ.' т. е. когда вет{-

. ~\Oi ~\O) 

тор б (с НШ.'ШОН8нтами б i ) пропорционален вектору с 1\0::'1-

попептами ЛТ~i: существует таное 'Л, что 0i = I'ЛТ~i' Но это 
ВОЗ:.\Ш,I-ШО ТОЛbl{О тогда, IЮГДJ. все 1\0:.vШОП8ПТЫ О; либо од­
новремеНЕЮ по;rожите,льны, либо одновре:.vlеш-ю отрицатель­
ны. ,Так 'как ВeIП'ОРЫ с ко:vrпонентами No; и ]\/а; + ХО; ДОШН­
ны при некотором пенулевом Х ле.i-нать в ОДном многогран­

нике реЮ{l~ИИ, одновременпап пo:rroжительностъ или отри­

цате;r:rъность всех Oi запрещается, например, заноном сохра­
цения полной (учитывая и адсорбцию) массы газа; 'LmjNOi = 

= 'Smi(No; + хБJ; ~ miбi = О, дЛЯ любого A~ mi > О, следо­
вательно, 6; не :.vIOTYT иметь одйнюювого знапа. Поэтому в 
многограННИRе реакций G - строго ВЫПУRлая функция, уан 
нак сумма строго БЫПУКТIОЙ фУНRЦИИ Go С линейной ФУНR­

цней от А"ГГ И строго ВЫПУШIОЙ функцией ОТ /vтП строго БЫ­
пунла в MI-югограНIIине peaHЦH~. 

Из строгой ВЫПУRЛОСТИ функции G в многограннике рею{­
ДИИ D вытекает следующее важное ее свойство - в D G 
имеет единственный локальный минимум. Он же является: 
глобальным. Н'.ак р'аз это свойство использовано Я. Б. Зель­
довичем [38] при доназательстве единственности равнове­
сия, I-\Оторое определялось и:.vr как точка иинимума свобод­
з:Lой энергии G. 

Заметим теперь, что полояпrте:rьная точна минимума G 
в многотраННИI{е реакций есть точка детального равновесия; 
ас! dt <;; О, поэтому в точке минимума dC! dt ~ о (умень­
шаться «Некуда»), а dC!dt~O согласно (2.98)-(2.100) 
только в ТОЧRах дета,;:rьното равновесия. 

I\aR показано еще Зельдовичем: G не может иметь ло­
Rа;rьного минимума в D на грапице D - она имеет на гра­
нице D особенность: aG/ aNi -+ ею при Ni ~ O~ ПОЭТQlIДУ при 



стремлении по пря:\ий иа внутренности D I\. .-:rюбоil точке 
граНИЦhI~ начиная с шлюторого :момента, G будет возрастать. 

Согласно этим 3Ю.'Iечаниям в кан\Дом :LIпюгогранпике ре­

акции существует поло;нительная точна детального равно­

весия, соппадающая е точной МИНИ),'Iуиа G (мы предполага­
ли существование положительной точli'и дета:1ыIгоo равно­

весия хотя бы в одном ИI-IОГОГРЮ-IНИI-.\е реЮ{ЦИlI\ существо­
вание тан_ой точки в !-ШЖДО:\-l МI-Iогограш-пше - следствие 

иТОГО предположения). 
Ни одна стационарная точка уравнений I\ИН8ТИКИ Н8 

мол{ет быть асимптотичесн_и. устойчивой в D 1 если она не 
совпадает с точной МИI-тимума~ G. Действительно, обозначим 
эту стационарную точну _ЛТ О :и преДПОЛОП\J,п,'I, что она не 
является ТОЧНОЙ 1'.пrнимJг:\ш G. Тогда в любой окрестности 
No существуют точки N, ДЛЯ которых G (N) < G (No) 
(иначе 11'0 была бы точной лоналыIтоo МПНИ),-lу:vrа). Но ре­
шение ypaBI-iеН:Ш':'I RинеТИI{И: И:\'18ющее СБЫВ:! паЧ8ЛЫ-IЫМ: зна­

чением такие lУ: что G (lУ) < G (lУ о), не мон,ет стремиться 
при t -)- ею 1 .. 1\То : G (1\Т): ео временем мол,ет ТОЛЬRО убывать. 
СтедователыIO, JVo не является аСИМПТО'l'ичеСК!J устойчивой 
в D точной ПОI{ОЯ - В любой ее окрестности· в D сущест­
вуют таRие точки ]\,Т, ЧТО выходящпе И3 этих точен решении 
уравнений J{ш-тетики не стремятся Т-;' lУо при t -+ 00. 

РаеСМОТРИNI поведение ХИМlгчеСIШII СИСТЮ1Ы в онрес'Гпо­

с'Ти поло,н:ителъной ТОЧЮI дета:1ЪНОГО равновесия 1'{* (ЛТ~> О 
для всех п. "Уравненпе линейного приблпжения есть 

{Jш 

+ V (N*) " )'ai' . ,,' (Nj - 1'1';). 
~ dll J 
а,! 

Вычиелим 

ш, = k;"П(Nj/v)а,iП (Nj/S)a,j _ 
j j 

- k-; П (Nj/V)"j п (1'Ij/S)~,j; 
.i j 

Ша = kt П (Nj/IT)"crj - k~ П (Nj/v)~aj, 
j j 



J-(ля с;;тучал постоянного объема 1/ = const получш.r 

~;; I
N
* = 1~! [k;a,j п (N;rjV)U" П (N;Пjs)U'Н __ 

J н н 

- k;'~,j П (N:r/V)~'" п (N~ПjS)~,"]. (2.103) 
н R 

3аиетим, ЧТО 

kt П (N;'jV)U", п (N;"js)Uщ = 
и (; 

= k;; П (N;' /Т1)~'" П (N;п j S )~'" 
R Н 

~ -
левая часть равенства есть Шв', правая - ш" ~ взятые в точ-

не равновесин: ш; (е*) = ш;- (е'). Обозначим ш; = ш; (е*) = 
= ш;; (е*). Используя ЭТО обозначение, запишем (2.103) 
в виде 

Аналогично и ДЛЯ реаНЦШ':'1 в газово!':'! фазе 

дшэ I */ ,*г' 
ON

j 
N* = - ~(JjW(J Л, j . 

(2.104) 

(2.105) 

Поэтому уравнения линейного приближения примут ВИД 

dN i = _ s'" ш*" . (~" ·(N· - N~)/N':) -dt ~ - 8 p~ .i:.J нз J ] 1 ] 

S j 

- v ~ Ш;УПi (f Уа; (N j - Nj)jNj). (2.106) 

Мо;юlO еще упростить запись (2.106). Для этого введем 
'в пространстве составов (вен.торов N) СRалярное произведе­
ние, н.оторое будем ,обозначать (1): 

(2.107) 

Например, ДЛЯ реакции каталитической изомеризации А + 
+ Z +± AZ ,± BZ = В + Z это СЕалярное пропзвецение будет 
и;vrеть ВИД 

)lr м' ~T -..,! -..Т )1.1 ~T ~! I 

... ,ТI 1tA1YA I НвНв lv Z N z JYAZ1VAZ <" [1\ > = --,- т --* - + -_-, - + ---''':.С-С'''' + 
N A N B Л'Z N AZ 



Его можно изобразить в, ~штр.ичноЙ форме -."" 
<NIN') = (NA , N B , N z , N AZ , N BZ )>< 

(l!N~ О О О О ( у' 
" А 

О 1/N~ О О О ' lV~ 
>< О О 1т; О О >< N; 

О О О l' ;у' ;J AZ О N' AZ 

\0 О О О • "f\,T' . 1/NBZJ t~ BZ/ 

Можно обозначить Xi = 2VJV·N7. Тогда СRа;rярное про из­
веденне (2.107) примет вид 

<NIN') = ~x,x;. (2.108) 

ФОРМУЛУ для линейного- приб.JиrП8НИЯ В' случае постоян­
ного объеиа мол,;:но записать теперь в виде 

~~ = - s ~ Ш:1', <1', I N - N*) - V ~ Ш:1'а <1'0 I N - N*). 
, а 

(2.109) 

Введенное нами скалярное произведение < I > обладает 
всеми свойствами обычного скалярного произведеиия (СМ., 
например, [44]): 

1) СЮIметричпость - <N I N') = <N' I N), 
2) билипейность -<аN +~N'IN")=a<N I N")+~<N' I N"), 
3) положительная определенность - <N I N>~O,<N I N) = 

= о тогда и толь:ко тогда, когда 1У" = О. 
Пользуясь этими свойства:м:н, докажем, что все характе­

ристические норн:и матрицы линейного приближения дей­
ствительны и неположительны, а харантеристичесние кор­
ни ее ограничения на линейное подпространство, порm-I-.:ден­
ное венторами 'у 5, и, отрица.те.тrьны. Обозначим :матрицу 

лпнейного приближения L: N = L (N - N*). Эта матрица 
обладает важным СВОЙСТВОМ - самосопряженноетыо относи­
Te;rbHo введенного СRаляриого произведения < 1); для лю­
бых N, N' 

<LN I N') = <N I LN'). 
Действительно, 

<LN I N') = - S ~ ш; <1', I N') (1', I N) -, 
- V);w~<YuIN') <1'aN) =I<N!LN',). 

а 



КОРНН самосопрю-ненной :vIатрицы всегда действительны 
(это хорошо известный фш{т - см., например, [50]). Д.1JЯ­
доказательства отрицате:rьной опреде::rенност:и L в подпро­
странстве, ПОРО:Н\Д8НI-IОМ вен торами ~(s, С1, необходимо и до­
статочно показать, что <'Vз,о IL 'Vs,cr) < о при любом s или 
а. Получаю, 

<'1,1 Ly,) = - Sw; ('1, 1,/,)' - S 1} ш; <,/, 1,/,')'-
-"' + s 

- v 1} ш; (,/, 1 '10)2 < О, 
с 

поскольку все ш; > О н (yJy .• -> > О. Аналогично <Уа IL"Ia)<O. 
Поэтому L ОТРИIlа1~еЛЫIО опрвде,тrепа в ПОi1дросrраНСТВ8, 
порождениом вен_торами ,,(В,а. Отсю;t,а C.:Ie;t,yeT, что ,N*­
<1СlIмпто'тически устойчивая (по линейному приближе­
нию) тОчНа равновесия' в мпогогрю-п-пше реакции (на­
помн:и::о.i , что мпогограниlП{ реы-щии - пересеЧ8ПН8 ШIОСНО­

сти, парыrлеЛLНОЙ линейной оболо"{.п~е "( s, а, С I\1hoj-неством 
неотрицате::rьпых вш\торов). П ОСН_О,;l.ьну собственные чuс::rа 
действительны (L самосопрнженаl), невозможны и зату­
хающие :колебания, N*- устойчивый узе,;r. Во всем прост­
ранстве составов L отрицательно полуопределеНR - имеет 
н нулевые собственные числа. Соответствующие нулевым 
ЧИСЛаМ собственные векторы есть векторы, ортогональные 
всем "[.>, а, ТЮ{ I{al{ 

<х 1 Lx) =- s1} ш: <у, 1 х)'- V~ ш; <I'а 1 x)2~ О, 
, cr 

а равенство пу~по достигается тогда и только TOrAi1 , ногда 
<'1,lx>= О н <Yclx) =0 ДЛЯ всех S, а. 

Мы до:кэза.lIИ, что любi1Я ПОЛОj-I{ИТ8ЛLIIaЯ ТОЧI\i-l Д8та;-тъ­
нога равновесия lV* аСIL\{птотичеСIПI устойчива в :многогран­
нике D (даже является «узлor.н), а в асимптотичеСIi:И ус­
ТОЙЧИВОI':'I точке равновесия, построенной выше ди_ссипат~'rв­
ной функции G, Достигается минимум свободной энергии, 
и точн:а :минимума единственна. Отсюда получаем, что J't/* -
точка Jl,ппгимума G и единственная по;хо)-нительпая точна 
дета,:-IЬПОГО равновесия в' п. 

Аналогичные раССУЛ{Д8НИЯ МО1-I-П-Ю провести 1I для рею{­
ций при постоЯННоМ давлении. Следует только ввести новое 
сн:алярпое произведение (предполагается, что таз идеаль­
ный - PV = ЛТ~бщ RT): 

<N, N')p ~ <N 1 N'>v - (; N:)(~ Ni) / (1}N:"), 

(2.11) 
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а формулы {2.10Ю останутся без изменения, следует тольно 
вставить в них < I)p вместо < I )17. Для ре~l{ЦИИ :ката;rrитиче­
еной ИЗ0меризапии 

/\,Т /\,Т' 
(NjN'>p = "А" А 

j'{* 
, А 

,. ,,' 
j\' BZ1Y BZ 

+ N* 
BZ 

", -..т( )I.Т ~,' ", ~! f 
ЛВНВ . ~\ zl~ Z л АZ.н AZ 

+ N; -T~ . N~Z -1-

(NA -1- NB) (N~ + N~) 
Iv'~ +N; 

форму.ту для СI{а:rярпого 

переписать Б виде. 

произведения < i)p (2.110) мошна 

il;T!' /\,7'[" 
J обш~ общ 

i\,.,r* 
(2.111) 

j общ 

"Г ЛТГ' Nr* ., .. где jv общ, общ, общ - число молеи веш;естпа в Т'азовои фа-
38 для П8РВОТО, -второго И равновесного состояний соответ­
ственно. 

В от;rичие от < 1) скалярное произведение < I)p вырожде­
на: <N* 11У*)=О, нп }V*-еДИI-Iствеппое направление с этим 
свойством; в плос,костн многоrрапни:ка D < i > р полол-\ителыIo 
определено. Поэтому выводы о единственности в D и аСИ::-"I­
птотичесн_ой устойчивости положительной ТОЧI{И детального 

равновесия справедливы и для систе::vr е постоянным дав-

леНН8::'vI. 

Итак, в uредположеШПI закона действия :масс/действую­
ЩИХ поверхностей из сущеСТВО13апия ХОТЯ бы одной точюJ 
детального равновесия 'lУ* ПШlучаеи: 

'1) в кал-щом многограНIпп.:е рею-щии еущестпует едип­

етвенная и асимптотичесни устойчиш\Я ПО.Jожителышя точ­

I-\a детального равновесия; 
2) положительная точка детаЛЫlОГО lJавновееия - YCToi:r­

чивьп':'r узел, затухающие колебания вблизи нее· невозможны; 
3) существует выпук:rая фУШ-ЩИЯ С, строго выпуклая 

в наждом многограпнине рею-щип и об,J1адающая следую­
щим свойством: производная G в силу системы дифферен­
циальных уравнеШ:IIr ХIп.пrчеСRОЙ :ЮIнети:кп есть 

dC ~ . ( ш+ ) ~ ( ш~ ) -=-S wsln ~ -v 7шu lп ~ <О, 
dt I Ш ....... Ш 

S \ s u cr 

причем равепство нулю ДОСТИГllетсл ТОЛЫ,О в точнах деталь­

ного равновесия; 

!L) в на;-rщо){ мпогограШ-IИт{е реaIП~НИ полоnштельпая: точ­

ка дета;rьного равновесия ееть точка МИШП·1ума С; 
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5) существует сыалярное произведепие < 1), певырmI\ден­
ное и положите.'lЫIО определенное в плоскости многогран­

ника реакции (подпрострапстве, порmнденно:vr вентора:vrи: 
1s), с использоваНИЮI которого МОЖlIО записать линейное 
приближение в в:иде 

Ш,.u ~ - Ш;а (\""" I N -- N*), (2.112) 

~~ ~ - s ~ Ш:\" (\" I N - N*) - V ~ Ш~\'а <\'а I N - N*), 
, и 

где Ш:.а ~ ш~" (с*) = ш;'а (с*). Функции (N - N* \ N - N*) 
есть квадратичный член в разложении G в ряд Тейлора 
вблизи точки равновесия. 

Для реаКЦЮ';'I при постоянном объеме 

G ~ G'v ~ ~ N i (ln -+ - 1 ; 
n 'и. ) 

i=l \ N i 

(2.113) 

(N I N') ~ <NI N')v ~ 2:, (NiN;)/ N~. (2.114) 

Для реакций при постоянном даВJ:еПIIII 

( с, ') (и'.') G = Gp = ~i\T~ll1 г~* + ~JY~1 \In "d* -1 = 
i c i i Л i 

= ~ N' In -'~ -ln -~ +." N~ In~'~'--l ~ [ ( и" ) ( '5: и, )] (NП ) 
- 1 J"r* 5' l\,r* ,~~ ,\тП* 

i :~ i ~ i i . i 

r ,," ,," J . ( NП ) г J.V i .LVоf.iщ ~.o 1 i =,'5'N, In-~-In-- +. /,1'11, 11l---1 
~. i\Tr* иl'*' """"",,,' 1\Тп* , 

i . ~y i общ i он i 

(2.115) 

где ЛГ~бщ - число "'юлей вещества в газовой фазе; 
n 

(NIN') ~ (NIN')p ~2:,(N,IV;)/N;-
i=l 

(л'" "r')/ М"* - 'общ1\ общ Jy общ. (2.110) 

Если не существует граничных точен детального равно­

весия,. '1'. С. татпIX l'r'", что пеноторос I\Ti = О, [t ш:u (с*) = 

= ш;'а (с*), то В любом ипогограппин.е реан:цнн из любых 
начальных условий решение уравнений ЮП-I8ТИНИ стремит-
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СЯ J{ едипственно:Н: полоmлтелыюй ,ТО'1н:е деТ8.ТIЪПОГО ранио­
весил lY*! при t -+ 00. 

в течение не:которого времени УПУСRалась И3 виду ВОЗ­
можность появления граничных точен. равновееия. На эту 
ВО3МОЖНОСТЬ обраrн.lI внимание А. И. Вольперт (-1973),' ука­
завший следующую проБЛ8I1'IУ: иожет ЛИ система из ПQЛО­
;,китеЛЫ-IЫХ- начальных УСZ:ЮБИЙ прийти к граничной ТОЧН.е 
равновесия (иметь эту точку (l}-преде:тrьной)? 

Граничные ТОЧКИ реДI-IO, ПО все nх8 встречаются. 
Напри~rер, рассмотрим систему трех веществ A t , А21 А.1 

И реющий А, + А, Ф 2А,; А, + Аз Ф 2А,; А, Ф Аз. Б этой 
системе точка (N 1 , О, О) ЯВ,тrяется ТОЧКОЙ детального равно­
весия: очевидно, Ч'l'О если Nz = Ns = О, ТО ни одна из реан-

о . .+ . - + - + - о 
ции не идет ~ Шl = Шl = Ш2 = Ш2 := WЗ = WЗ = . 

Недавно А. Н. Горбаню удалось показать, что и при 
наличии граничных точек равновесия из любых пол6жи­
тельных начальных условий решение уравнений RинеТIППI 
стремится при t ---+- 00 R положите.тrыш:Й точке детального 
равновесия, существование ноторой предполагается' прпн­

ципом детального gавновесия. Вообще, если есть положи­
тельная точка детального равновесия, а нача.:тЬпые условия 

таНШ8 полоН\ительны (псе Л'i> О), то ни дЛЯ одного веще­
етва N i не обращается в О во вре:УIЯ реакции и не стремится 
l{ НУЛIQ при t -+ 00. 

3.3. ТермодпнамичеСRие ограничения 
на нестациопарное Iшпети:чесt:ое поведение 

Б предыдущю, пункте введепы фушщип Ляпупова ДiIЯ 
уравнений химичесRОЙ I\ИН8ТИНИ ~ диссипа'1'ИВПЫе. фУНRЦИИ 
G. Велич:и'lra RTG имеет С~IЫСЛ свободной энергии. Тан нак 

G ~ О и равенство достигается только в точн:ах детального 
равновесия, а для построения G достаточно ТОЛЬНQ знать 
гтоложение равновесия lУ*, то существуют ограНИЧGНИЯ па 
вестационарное повеfJ,8ппе закрытой системы, не зависящие 
от механизма рею-щип. Именно если начальный соетав 
N =J=. N*, то другой состав N' J.-IOжет .реализоваться в ходе 
реакции то:rЬRО Б том случае, когда 

а) N' удовлетворяет тем же балансным еООТН6шениям, 
что ГI N - ~ aijJV: = ~ ajjN i ДЛЯ любых j 

i 
или 

б) Al'N' ~ ATN, (2.117) G(N')<G (N). (2.118) 

Последнее 0значает, что функция G - монотонно убываю­
щая вдоль решений уравнений в:инетики. 



Систе:.-.ш rvЮI-Т{е1: попасть с течением времени из точки 
ЛТ В ТОЧI\~/ JY' толы,,:о в ТШ'l случао, Jюг;ца G (lY') < G- и\Т). 
НО 8ТО не единственное ограничение. Рассмотрим вновь 
систему из трех -П30М8jJОВ (llJомеризuция бутенов) : A j , A z, 
Аз. 3адади;\'1СЯ точной деталыIOГО равновесия coг.тraCHO [46]; 
при 2300 С N;~ 0,'14; N; "" 0,32, N; ~ 0,54 (припято норми­
ровочное ус;rовие N t + j'/2 + Nз = 1; 1\Т J + 1'/2 + Nз = const­
закон сохранения), 
Б ЭТОМ случае 

G ~ N, (lп N,/O,H - n + N,(jll N,/O,32 - 1) + 
+ N,(!ll Nз/О,;)4 - 1) = N, ln Лl,!О,14 + N, lllN,/0,32 + 

+ N, III N,/O,54 - 1. 

Липии уровня G Сих уравнения есть G(N) = const.) 
в треугольнике ]'V

r
1 + Nz + l'/з = 1 изобрю-н:ены на рис. 2.10, а. 

При g > шiп G (N) на грапице D :IИШШ G (N) = g перестает 
быть заМRIТУТОЙ кривой: а при g> min G-(lV) линия УРОВНЯ 

1У,,=0 

G (.N) = g распадается па неСI\ОЛЬRО ;трезков пРИБОЙ. Каж­
дый И3 этих отрезков разбивает треуголы-пш на две части­
в ОДНОЙ 1131 ПИХ G (Л') > g, а в другой есть точии, где 
G (N) < g, ПО могут быть та"те и такие точки, где G (N»g 
(рис. 2.10, 6). Из второй об;rасти (рис. 2.10, в) попасть в пер­
вую в ходе реющии не удастся, даже если в начальный мо­
мент G (~') > g. 9то связано с невозможпостыо ДЛЯ решения 
уравнений кинетики пересечь RрИПУЮ G (lY) <Ш3ПУТРИil, пере­
ХОДЯ из области II в об.тасть I (СМ. рис. 2.10, в), При это,,, 
нарушилась бы монотонность G вдоль решения. 

\ 
\ 

6 

sM<:g 
, J 

" / ..... /1--/ 
В(Н» 

Н, 

Рис. 2.10. ТеР:'fО,IIrШflМИЧСС.lпrе orранпчеиия па динамику химиче­
ской реакции. 

а. - ЛИНИИ уровни фУННЦИИ: G 11 СИСТGме трех изомеров; б - пеСIJпзпое 
!IПlO,неСТJJО уропнп; в - НСПО3МОi-ННОС'Г" переЛ:О;:I.i:\ СЕЯЗНОЙ J-(()мпанснты 

MJIo;r-;еС'ГlШ уропнн. 



Нетрудно видеть, что В веРШIIне :ушогограннина реаНЦIПI 

G достигает лона;I-ЬПО максимального значения (это след­
ствие CTporOl':'r ВЫПУПЛОСТИ G И того, что точка ее МIПIИ!>.·IУ),Ш 
ПОJ:О;-JПГl'ельпа), Поэто-srу вблизи I{ЮIЩОЙ веРШIП-IЫ j а также 
вблизи пеl-l.ОТОРЫХ граней MQl-Ю-Ю с по::vющью фУНКЦИИ G 
СI\ОI-reтруиропать область, <<IIВДОСТУПНУЮ изю-те». Разберем 
отдельно случай одной верШИ:НЫ j а потом отде:r:rьпо более 
ГРОМОЗД:КУIo обш;ую ситуацию. 

Пусть 1\тfJ - вершина мгtогограИНllI{(:"\ реан:цнп. Обозначпм 
выходящие из пее ребра d1 , ••• j dH. На I{Ю-НДО:УI ребре G­
строго выпунлая фУПJ'ЦИЯ j поэтому У нее существует един­
етвенпая точка :.\ПIIIимума на dj • Обозначи),'l соответствую­
ПJ;8е минимальное значение G через ]I'[i: 

м i ~ mill G (N). 
N;:d i 

Наибольшее число из М; обозначим 8 (ЛТО ): 
Р. (N°) = тах 111 i. 

l.,,;i"';K 

(2.119) 

(2.120) 

Связная компонента «(кусою» повеРХI-IОСТII уровня G (1V) = 

= 8 (lV(}) отделяет ВНУТрИ D об,часть педостуrшостп вбли­
зи 1\10. Но необходимо задать эту обл<1.СТЬ перавепствами­
одного неравенства G (1\1) ~ 8 (~;YO) :мшн:ет быть П8ДОСТН­
точпо, таи_ I{аН поверхность G (1У) = s 0,,°) оБЫЧI-IО состоит 
из неенолы\ИХ I{омпопепт ((J{J'CKOB»), а нам I-IЕюбходпмо 
опиеать область вблизи лтО 

1 отделяе::VlУЮ одной J\омпопептоiI. 
Поэтому ПОСТУПИ:"'I следующим образом, Обозначим I\ПТО)-J{е-

D ·,,0 "ОТ СТВО всех вершин 1 ИСlшючая l' ~ через 1 f • ан как 

s (1\-'"0) _ маIi:симаЛЫIOе значение :\ппшмумов функций G на 
выходящих из 1\1[} ребрах D, па ha}J-ЩОМ из di (i = 1, ···1 1\) 
существует хотя бы одна точна (но не более ДВУХ)j в I{OTO­
рой G- (1У) = s (1\ТО). Возьмем на RЮТ\ДОМ di ту ИЗ ЭТИХ '1'0-

чеП 1 которая располо}нена б;:rиm8 к JVO 1 И обознвчrrм ее е; 
(если такая точrш одна 1 то она н будет е;), С;;rедующий 
шаг - построение ВЫПУН:ГIОЙ оБОЛОЧЮI (СОПУ от COn"\'CX­

пыпунлый) :множества 1 состоящего из ej и всех вершин D, 
не совпацающих с lУО; 

conv(N° LJ {ei' ... , еn}). (2.12·1) 

Построение выпуклой оболочки состоит В заданип ее систе­
мой линейных llеравепств (;по типпqIНШ 3itдача n ;типейпо):г 
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программироваппи - СМ., например, [45J). в проетейших 
случаях построить ВЫПУК.'Iую оболочку маш.но и непосред­
ственно, «(В лоб». l\10ЛПЮ- описать выriу:клую оБШIОЧ:КУ и 
параметрически, а не системой неравенс.тв. Тан, ДЛЯ систе­
мы точек Х1 ' Х21 ••• , ХЧ их ВЫПУН.JIая оБОЛОЧI\3 СОСТОИТ из 

линейных :комбинаций ""1Х1 + ... + ЛqХq , где Лl? ... , 1'v1-

неотрицатеЛЬRые числа, сумма ноторых раппа 1: 

eOHV {Х1 , ••. , X q} ~ {Л'Х1 +- ." + 1.,хq!Л i ~ О (; ~ 
~ 1, ... ,q},Л, -:- ... +Лq = 1). 

Однако ДЛЯ пашпх целей необходимо задать выпун::rую обо­
лочку (2.121) системой нераВенстп. Пусть ЭТИ неравенства 
есть 

lj(1I')~I'j, j=1, ... ,q, (2.122) 

где lj - ЛИI-IеiIные функции; l'j - Н8Rоторые :константы, 

«Область неДОС1'УППОСТИ» у (~) вб.'IИ3I:I вершины Л,О 
задается тан.: N лежит в V (~) тогда и талыш тогда, 

КОгДа G(1I'»e(1I'°) и существует такое j (1~j~q), что 
l; (11') < "з' 

V (11'") = !11' с= D I G (N) > е (11'") и lj (11') < Т) хотя бы 
ДЛЯ одного j (1 ~ j ~ q)). (2.123) 

II рои;r:ШЮСТРИРУЮI СRазанное на примере системы НЗ трех 
примеров (:ИЗ0мерпзация бутенов). Выберем д.-'IЯ анализа 

ту вершину N[J 1 ДЛЯ l\ОТОРОЙ: всл :масса системы сосредото­
чена в Аз - М! = N 2 = О, Nз = 1. Входящие ребра СООТВ'8Т­
ствуют двум ВО3МОJЮ-1ОСТЯМ; • .гУТ 1 + Nз = 1, I'vT

2 = О (рис. 2.11, а, 
гинотенуза) п N, + N, ~ 1, N, ~ О (см. рис. 2.11, а, верти­
:кальиый катет). Обозначим их а1 И а2 соответственно. Ми­
нимум G на а! достигается в той точке, где lV1 / f{ 3 = 

= 1I'~/N:, т. е. нри N] '" 0,21, N, '" 0,79, и равен 
М, '" О,211п 1,47 + 0,791п 1,47 - 1 = Iп 1,47 - 1. 

а 6 

N, 

Рис. 2.11. Пос.троеште оUлас.ти пеДоступпостп FJ еттс.те:ме l'рех изомеров. 
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