
ПРИЛОЖЕНIIЕ. КИНЕТIIКА ОТБОРА 

п. 1. ДЕМОН ДАРВИНА 

+ 

Хорошо известен демон Максвелла. Он придуман для мыслен
ного экспеРII~lеIIта, состоящего в том, что демон пропускает из од

ног<;> сосуда с газом в другой только быстрые молекулы, а обрат
но - толы~о :медленпые. Тем самым этот деА-IОН понижает энтропию, 
не совершая сколько-нибудь заметной работы. Известна и разгадка 
этого парадокса - при наличии демона газ уже не образует изоли .. 
рованную систему. Если энтропия газа понижается, то энтропия 
деJ\10на ДОЛiБна возрастать, а энтропия системы «газ + демон», по 
I\райней l\lepe, не уменьшаться. Трудно вычислить энтропию демо
на, по еслп заменить его на ка:кое-либо механическое устройство, то 
подсчет станет ВОЗ~1:0ЖНЫМ. Прекрасный пример такого подсчета 
дал в своих лекциях Р. Фейнман [11], заменив демона прозаическим 
храповиком: с собачкой. Оказалось, что суммарная энтропия в Этом 
случае действительно растет, как ей и: полол{ено. 

А. АЗИl\IОВУ [2] принадлежит образный термин «демон Дарви
на» для описания роли естественного отбора в эволюции живых 
организмов. Аналогия демона Максвелла и демона Дарвина состо
ит в следующеl\I. Ошпб:ки при передаче наследственной информации 
неизбежны. Большинство таких ошибок ведет к ухудшению. Если 
бы не было отбора, то беспорядо:к, возникающий в результате мута
ций, все возрастал бы от поколения к поколению. Этот процесс, 
кстати, :можно описать ка:к повышение статистической энтропии. 
Естественный отбор является тем демоном, RОТОРЫЙ отбирает одни 
варианты, отбрасывает другие и в целом не дает статистической ЭН
тропии чрезмерно возрастать. 

Цель этого приложения - изложить основные mateA-rатические 
результаты о динами:ке естественного отбора. Автор полагает, что 
динамика отбора MOiReT рассматриваться как ветвь неравновесной 
теРJ\IодинаМИКII. Основная черта живого - размножение, производ
ство себе подобных, поэтому одним из средств понять динами:ку от
бора является изучение кинетики БОЛЫllИХ автокаталитических си
cTe~l, :которое и предпринято ниже. 

~IIIorIle идеи в следующем изложении принадлежат 
Дл-\. Б. с. Холдейну [3, 4]. Позднее они неоднократно переоткрыва
лись [5, 61. Значительная часть приводимых результатов впервые 
опубликована n работе [7]. Ряд важных случаев с большим числом 
экологичеСКIIХ примеров незаВПСIIМ:О разобран в монографии 
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Ф. Н. Семевского и С. М. Семенова [8] (Cl\I. также [9-11]). Своим 
интересом к ЭТИ}I задачам автор обязан В. А. Охонину. 

Начиная с раздела П.3 изложение становится более математи
зированным, чем в основном тексте книги, однако большинство не
обходимых сведений все же не выходит за рамки глав 1 и 5 кииги 
л. В. Канторовича и г. п. Акилова [12]. 

11.2. НАСЛЕДУЕМЫЕ ПЕРЕМЕННЫЕ 

Ясное и однозначное понимание ва,ннейшего для биологии яв
ления наследования пока IIe достигнуто, несмотря па значительные 

успехи. Несколько упрощая, можно сформулировать ядро наиболее 
узкой из распространенных точек зрения следующим образом .. Су
ществуют дискретные единицы наследственной инфор~ации, одно
з~ачно связанные со своими материальными IIосителям:и - генами. 

Гены отождествляются с определенными участками l"Iуклеиновых 
:кислот. За редким исключением гены передаются от родителей по
tomhal\-I без измепепиЙ. Все остальное не наследуется. 

Такое пли близкое понимание наследовапия упускает из виду 
:многпе свойства, которые в естественпых условиях передаются по 
наследству и соответственно подвеРiкепы действию отбора, хотя ге
нетически не предопределены. Проще всего привести пример из об
ласти этологи:и - передаваемые от поколения к понолению формы 
поведения могут 11 не быть «зафиксированными в генах». Есть и 
более lIнтригующие примеры биологического характера [13, 14], 
связанные отчасти с известной дискуссией о наследовании приобре
тепных признанов. ДальнеЙПJее не имеет IIинакого ОТIIОJпения R этой 
ДIIСКУССИИ. Естественный отбор действует на свойства, которые, ма
ло изменяясь, передаются от особи R особп, от поколеппя к поколе
нию, независимо от механизма передачп. I-Iama I~ель - IIзучение от
бора, поэтому далее принята очень IIТПРОl\ая траКТОВБа наследо
вания. 

Попытаемся определить наследование с помощью соображеmIЙ 
о характерных временах. Сначала договоримся толковать лонятие 
«свойство особи» достаточно ШИРОRО, чтобы MOiI{HO было говорить, 
например, о свойстве «им:еть в XPO~10CO:Max такой-то ген» 
илп «иметь возможность родить ребепна с данным признаком в фе
нотипе». Естественно, предполагается, что наличпе или отсутствие 
любого свойства допускает в принципе экспеРИ~Iентальную провер
.RY. Пусть 't - некоторый l\-Iасштаб временп. I-Iаиболее IIптересеп 
тот случай, когда 't значительно превосходит время 1БIIЗНII осоБJ! 
или, слабее, время ДОСТИi!-\ения репродунтив'НОГО возраста - впро
чеl"I, обычно это веЛIIЧИНЫ одного порядна. Будем СЧIIтать свойство 
1lаследуе~tЬZJlt, если пз ОТСУТСТВIIЯ обладающпх им особей в началь
ПЫII м:о:мент вре~[енп n IIЗ0лпроваппой ПОПУЛЯI~IIII следует, что за 
Rре~IЯ ~T танне особп и не 1I0ЯНЯТСЯ с вероятностью, БЛИ3I\ОЙ R 1. 

1 Т pei:\;J;e чем оБСУil,дать содерIJ\атслъпыIй смысл :ЭТОГО определе-



ния, подчеркнем, что оно ВО многом неформально, как и большин
ство определений в естественных науках. Наивно было бы полагаrь, 
что такую науку, как биология, МОiБНО изложить па формальном 
языке, давая определения той степеНII однозначности, которая !IРИ
нята в математике. Самое слабое место в приведенном определе
нии - неясность термина «ИЗОЛIIрованная». Тут есть близкая анало
гия с TaKoil хорошо разработанной 11 в высшеii степени формализо
ванной наУRОЙ, как механика Ньютопа. Если при выборе систем ОТ
счета, в которых справедливы заl{ОНЫ мехапини, не обращаться к 
коннретным физичеСI{ИМ: телаl\I, например к неподвижным звездам, 
нан, по сути, делал Ньютон, 1I пытаться тем не менее дать кон
структивный Rрптерип выбора таких систем, то обязательно возни
кают СЛОiI\НОСТИ, вызванные отсутствием Rритерия изолированности. 

Все определения инерцпальных спстем отсчета [15-17] связаны в 
конечном IIтоге с тем, что в них если воздействием на данное тело 
других тел :можно пренебречь, то тело ДВИiI{ется равномерно и пря
молппеЙно. Использованпе внешне более точных формулировок ти
па: «если сумм:а действующих сил равна нулю, то ... »- логически не 
вполне оправдано, так как сила определяется через ускорение, из

меренное в инерциальной системе отсчета. ВОЗМОiI~НОСТЬ пренебречь 
воздействиеl\I других тел на ДВИiнение данного - изолированность не
ВОЗМОi-RПО установить, если не знать заRОНОВ взаимодействия. Но, 
строго говоря, выяснить эти законы МОЛiНО, только имея в CBoe~I 

распоряжении инерциальные системы отсчета, в которых ускоренпе 

обусловлено взаимодействием. Налицо порочный круг: чтобы устано
ВIIТЬ законы взапмодействпя, необходимо иметь нритерии инерциаль
нос.ти системы отсчета, а для полученпя таRИХ критериев HYiI~HO 

знать заноны взаимодеПствия. Однако этот порочный круг не поме
Iпал механине успешно раЗВIIваться. Дело в TOl\I, что во многих от
ношениях ул~е спстеl\lа отсчета, связанная с Землей, достаточно 
инерциальна, систеы�,' связанная с Солнцем,- тем более. Воспользо
вавшись этим, можно БЫJIО изучать законы механики уже в системе 
отсчета 3е l\tIЛИ , вводя прп необходимости поправки на непнерцпаль
ность. Механика демонстрирует пам метод борьбы с подобными 
фОРl\lаЛЬНЫl\IП неувязкаМII в определении изолированностп - метод 
последовательных прпБЛIIжениЙ. 

В рассматриваемом определении наследования изолированность 
в }{онечном итоге означает, что материальные носители свойства не 
могут проникнуть извне. Что это за носители и Rакими они 
могут быть - на этот вопрос не существует общего ответа. Деталь
но изучая механизм осуществления пнтересующего нас свойства, 
с одной стороны, и накапливая знания о воможных носителях на
следуемых свойств - с другой, l\IЫ будем приБЛИiнаться к попима
НПIО того, какие спстеl\IЫ прп изучении данного свойства можно счи
тать изолироваННЫМII, изолпроваппость каRИХ сомнительна, а какие 

заведомо не изолированы. Подчерннем, что для :многих наследуе-
. мых свойств следует разлпчать само свойство и его явное внешнее 
пролвлеппе: бациллоносительство и болезнь, налпчие гена и его фе
но типическое проявлепие и др. 
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Введенное определение наследуемого свойства негативно и со· 
стоит в отрицании возможности его «самозарождения». Именно «не
самозарождаемость»- основное отличие наследуемых свойств от не
наследуемых. Заметим, что сформулированному определению удов
летворяет, например, свойство человека «быть больным гриппом». 
TaR, если создать популяцию здоровых людей, изолированную от 
всех носителей вирусов гриппа барьером, непроницаемым для виру
са, то НИI{ТО из этих людей гриппом не заболеет, вирус самозаро
диться не может (напомним, что рассматриваются процессы, дли
тельность которых ограничена сверху временем т, а певозмо}кность 

события означает малую вероятность его реаЛIIзации за это время). 
Можно было бы избавиться от подобных инфекционных приме

ров наследования, потребовав дополнительно, например, чтобы пз 
IIалич~ия у особl! наследуемого свойства вытекало его IIаличпе ПО 
Брайней мере у одного из ее родителей, с очевидным перепосом: это
го требования и на случай бесполого раЗl\Iножения (напомним, что 
«свойства» трактуются очень широко). Однако подобное требование 
прлмого наследования слишком ограничительно. Оно исключает, на
прпмер, передачу паследственпой пнформации с помощью плазмид 
[ 18], тан как перенос плазмиды от Rлетки к клетке может происхо
дить не ТОЛЬRО при деле пии от родительской Rлетки к дочерпим:, 
110 и при коньюгацпи - см. [18]. 

Перепос плазм:иды с по:мощыо Rоньюгации наПО~lипает пере
дачу инфеl{ЦИИ, заражение. Трудно придумать разумное общее оп
ределение паследуемости, которое бы включало передачу наследст
вепной информации с помощью плазмид, но исключало бы из числа 
наследуемых свойств «быть больным инфекционным заболевание",!». 
Да 11 не ну}кно, а этот факт следует припять R сведению. 

ИтаR, если подходить R появлению наследования феноменологи
чесни, то получаем неСRОЛЬКQ увеличенный список IIаследуемых ( 
свойств. Если же подходить к наследованию со стороны l\-Iатериаль
ных носителей наследственной информации, то ВО3ПИRает РИСR из
лишне сузить этот список, исключив те свойства, для БОТОРЫХ l\laTe
риальныи носитель паследственной информации еIJ.~е не описан, 
а таRiие такие явления, как паследование культуры. 

MO}RHO представить, что особи характеризуются набором зпаче
JIПЙ ряда перемеНIIЫХ. Те переменные, для которых свойство «зна
чение переменной принадлежит данному множеству» наследуется, 
будем называть наследуемыми переменными. Обычно раССl\lатрива
ются не все :множества значений переменных, а неRоторые их клас
сы, чаще всего - пзмеримые и замкнутые mhoiJ-\естnа. П римером на
следуемой переменной может служить последовательность нунлео
ТIIДОВ в молекуле нуклеиновой I\I1СЛОТЫ, рассматри:вае:мая RaR слово 
R Rонечном алфавите. В.tiиду большой длины этого слова l\lожет ока
заться полезным приближенпе, в ROTOPOl\1 оно считается беСRонеч
НЫl\f. При большой частоте кросспнговеров молеRУЛЫ ДИК YiI~e не 
являются с достаточной точностью наследуемы:ми, п IIХ ~lecTO занп
l\Iают супергепы - участки, с малой вероятностью разрывающиеся 

npII RJ10ссппгопсгах IТ содеРiJ-\ап~пе часто пеСНОЛЬRО генов. 
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И.3. ЭКСТРЕМАЛЬНЫй ПРИНЦИП 

Простейший класс моделей, для которых можно выделить на
следуемые переменные, строится так. Предполагается, что все ве
наследуемое не особенно существенно. Точнее, предполагается, что 
на интересующих IIac временах по ненаследуемым свойствам уста
навливается равновесие или (шире) пере~fеmивание - так, чтобы 
мол,но было производить усреднение, исключая ненаследуемые 
свойства из уравнений. Для копнретных ситуаций это, несомненно, 
·нуждается в обосповании. 

Здесь мы запишем уравнения ДIIнамики распределения ПО зна
чениям наследуе~fЫХ переменных, стремясь выделить простейmую 
ситуацию, доступную для анализа. 

Пусть задано одно пространство значений наследуе~IЫХ пере
}Iенпых Х. Предположим, что Х - метри:ческое пространство с мет
РИНОЙ р, без изолированных точек и КО1lпантное. Компактность важ
на для всех содержательных результатов и, кроме того, естественна, 

таl\ каи в реальности существует Бонечпый набор значений насле
дуемых переl\Iенных, а RомпаRТНОСТЪ тесно связана с существовани

ем I\опечных 8-сетеп для любого 8 > О, т. е. возможностью аппрок
сн:мацип Х I~онечным M:HOiReCTDOM. Можно ослабить условие БОМ
паI\ТПОСТИ, заменнв его, напрпмер, счетной компактностью. Заме
ТИМ:, что Х не обязательпо является многообразием. 11:птересен и тот 
случай, когда Х вполне несвязно, паПРИ}lер, является пространством 
бескопечпых слов в топологии прямого произведения: близкие сло
ва -. те, Боторые IIJ\Iеют отлпчпл только В далеких СИ~IВОJIах

БУI\вах. 
Точки фазового пространства - меры, согласованные с ТОПОЛО

гпеiI, Т. е. меры Радона. КаjI~дая такая 1Iepa определяется как не
прерывный линейный фУНRциона:.r на пространстве С(Х) непрерыв
ных (1)УНRциii на х. 3пачеllпе фупнционала, соответствующего :мере 

~t, па фУПКЦПII f обознаЧJIМ .\ f (х) a~ (х). Rаждой мере ~ сопостав-
-У 

лnстся ее ПОСIIтель supp J..t - наименьшее замннутое ПОД~Iнол\ест-

во Х, обладаlощее Te~I СВОЙСТВО~I, что \ f (х) d~ (х) = О, если j(x) = О 
х 

на supp f.1. I-Iac будут интересовать только не отрицательные }Iepbl 
:-t ~ о. Пространство 1\Iep обозначается М(Х), неотрицательных мер -
М + (Х). В реальной сптуаI~ИП полная численность, БIIО~Iасса либо 
другая Эl\стенспвпая nеЛIIЧlIпа ограНIIчена сверху - существует та

ное N > О, что Д.ТIл всех II~IеIОЩПХ смысл распределений J1 будет 

J d~t (х) <N. Множество всех таких неотрицательных мер обо;ша
х 

ЧlIl\-1 MN(X). Если У с:: х, то обозначим МН<У) совокупность тех мер 
~t' из AfN(X), дЛЯ БОТОРЫХ supp J..t с: У. Естественное фазовое про
странство - .J! N(X) при HeI~OTopOM достаточно большом N. По за
дапному распределеППIО J.1 11 значению абиотичеСRИХ факторов 8 Е S 
J\аiI~ДОМУ х Е Х сопоставляется :коэффициент размножения k J1.(x). 
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Эта функция непрерывна па х. Прострапство S далее не I{опкрети
зируется, предполагается толы{о его компактность. На пространстве 
Atep выбирается слабая или, в терминологии Бурбаки, широкая то
пология. В слабой топологии J.!i -+ J-t, если для любой непрерывной 
ФУНI\ЦПИ f имеет место сходимость 

\ t (х) df.ti (х) -+ i t (х) df.t (х). 
х х 

Далее постоянпо используется то, что М N(X) компаI{ТНО в слабой 
топологии. 

Отображение К, ставящее в соответствие паре J.l, s пепрерыв
ную функцию kJJ,s(X) Е С(Х), предполагается пепреРЫВНЫЬ'I по сово
купности аргументов. Предположим сначала, что s = const, и запи
шем простеЙТllее уравнение с наследовапием 

. 
fl = K(J.l)J.t. (П.1) 

Относительно К предполагается, что при 'df.t (х) = N выполнено 
х 

неравенство J к (х) df.t (х) < О, поэтому мпожество MN(X) полоiКИ-
х 

тельно инвариантно относительно (П.1): начавшись в не}!, траекто-
рии из него на полод\ительных временах не выходят. Оставим в сто
роне тривиальные в данном случае тсоре~IЫ существовапия и един .. 
ственности решения J.1(t) Е JfN(X) задачи Коши дЛЯ (П.1) на полу
оси [О, 00) при J.1(0) Е j'l N(X). 

Наиболее примечательное свойство выписанных уравнений со
стоит в том, что согласно им носитель меры }..t со времепем пе уве
личивается и сохраняется. Этот своеобразный закон сохрапения 
совместно с другими свойствами (П.1) пгиводит к TOl\IY, что носите
ли предельных при t-+ 00 распределений весьма бедпы. 

Из возможных вопросов о динаМИI{е распределений па больших 
временах наиболее важным каЛJ\ется вопрос об <.U-предельных рас
пределениях. Пусть ~t(t) - решепие (П.1) с начальными условиями 
J.!(O) = 110 Е MN(X). Мера f.1* называется ffi-nредеЛЬ1-l0Й для этого 
решения, если существует таRая последовательность t i -+ 00, что 
J,t(ti ) -+ f.1*. Совокупность всех (t)-предельных мер для данных па
чальных условий обозначим m(J.!o). 

т е о р е м: а П.1. Пусть flo Е MN(x), J.1* Е Ю(J.lо). Тогда в 8a.м,~-
nYTO},t вь'tnУ~ЛО},t ~ОJtnа~Т1-l0},(, мnожестве фУ1t~цuй со K(MN(supp f..to» 
найдется так-ая ФУ1tr;,цuя /, что !(х) ~ О при х Е Supp J-to и !(х) = О 
при х Е Supp fl*. 

Здесь со обозначает замкнутую выпуклую оболочку, а 
K(MN(supp J.1o») - СОВОI\УПНОСТЬ всех коэффициентов раЗ~lножепия, 
соотвеТСТВУIОЩИХ мерам пз М N(X) с носителями - ПОДМНО~I\ествами 
Бирр flo. 

Согласно теореме П.1 дЛЯ любого f.-t* Е Ю(}..tо) найдется такая 
функция f Е со K(MN(supp f.1o»), что ТОЧI\И посителя предельного 
распределения являются точнами максимума f на носителе началь
ного распределения. Строится эта функция f так. Пусть J,t(t) - ре-
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шепие с IIачальными условиями f..t(0) = f.1o, t i -+ 00, f..t(ti ) -+ J.1*. Рас
СМОТРИ~I ПОСJIедовательность среДIIIIХ коэффициептов разм:ножевия 
IIa отреЗRах [О, t i]: 

ti 

ki = + J к (/l (t» dto (По2) 
~ о 

Из пее можно выделить сходящуюся подпоследовательность, так 
нак все ее элементы лежат в компактном множестве 

со K(MN(supp f..to». Можно выбрать в качестве f предел любой такой 
последовательности. Таким образом, f - один из средних RОЭффи
цпентов раЗМНО~Rения на полуоси [О, 00). Подчеркнем, что средний 
Rоэффпцпепт раЗМНО~I\епия в системах вида (П.1) не всегда един
ствен. 

ДОI~аJI\е~I, что j(x) ~ О при х Е supp J.1o и !(х) = О при х Е 
Е sпрр ,.,., *. Заметим, что 

t 

/l (t) = /lo ехр S К (~t (-r» d,; о (ПоЗ) 
о 

Пусть последовательность (П.2) сходится к f: ki -+ f. При этом 
f..to ехр (tik i ) -+ ,.,.,*. Предположим, что j(x) = а> О при некотором: 
х Е supp Jlo. Тогда существует такое 8 > О, что f(y) ~ а/2 при 
р(х, у) > Е. Поэтому, начиная с пекоторого io, при i > io, р(х, у) < 8 
nыIолненоo ki(y) ~ а/3 и ехр (tik i ) ~ ехр (tiа/З). Это противоречит 
существоваНИIО предела lim f..to ехр (tik i ). Таким образом, j(x) ~ о, 
если х Е Sllpp 1-10. ПреДПОЛОJНИМ теперь, что х Е supp J.1*, !(х) < о. 
Тогда аналогпчпо в пеноторой ОТI\РЫТОЙ ОI{реСТIIОСТП х коэффициент 
ехр (tik i ) раВНОl\fерпо стреl\IИТСЯ к ПУЛIО 11, следов а тельно, эта о!{
реСТПОСТL леiI\IIТ nне Supp Jl *. Полученпое противоречие закаНЧIJвает 
ДОI\аза тельство теореl\IЫ. 

Дон:азаппая простая теорема - экстремальный прпнцип - явля
ется основным ПIIСТРУl\fеПТОhl для IIзучеппя поведения решений (П.1) 
прп t -+ 00. Иптересная особеIlНОСТЬ: полученный экстремальный 
ПРИПЦИП ОТПОСIIТСЯ ТОЛЬRО R носителям предельных распределений и 
хараl{терпзует IIХ пезавпсимо от того, I\(lНОВЫ значения меры; НОСII

тель п зпачеппл Бак бы отделяются друг от друга. Дпнаl\lика значе
нпй при фИRсироваПНО}1 НОСIIтеле - это, например, обычная дпнаl\llИ-
1-\а ЧIIсленностеП. Отличие носители предельной при t -+ 00 меры от 
носителя пачального распределепия - это и есть отбор, прорежива
пне пачальпого разнообразия. ПОЭТО1\IУ пзвестпая «теорема ФИJuера 
о естествеппо~[ отборе» (см. [20, 21]) не есть, собственно, TeOpel\H\ 
об отборе, а ОТНОСJlТСЯ П~lеПIlО к дппаl\[ине значений, в даНIIОl\{ слу
чае - генных частот. 

Доннаапный ЭRстре~lалъпый ПРПIIЦПП дает I-\ритерий того, может 
ЛJJ СОnОI\УПIIОСТЬ точеl~ пз Х быть ПОСИТСЛСl\1 предельпого распреде
ления при задаНIIОl\[ начальном. IIосители предельпых распределенпii 
~t * опредеЛЯIОТСЯ RaI~ ПОДМ:ПОiнества l\-IНОil\еСТВ пулевых маКСИl\IУМОВ 
Функпиii нз nыпу:клого }{Оl\fпактного м:поа-\ества со К(М N (Supp flo)) па 
носителе пача:тытого распределения. ОдпаI\О любое за1\Iкпутое под-



множество Х может быть ~ПIон~еСТВОl\-I точеI~ l\lаксимум:а непрерывной 
q)ункцип. ПОЭТО~IУ не вполне ясно, насколы{о велико l\Iожет быть 
предельное при t -+ 00 разнообразие. Легко привести примеры, когда 
оно не убывает. Простейшие из нпх: K(~) == О либо К (~) == 1 -
- 5 d~L (Х).МОiБНО придумать и более с:rо;.rшые примеры, но, как бу-

х 

дет показано далее, цена таким ПРИl\rера~I невеЛIIка - все опи нети-

пичны в beCbb-Iа сильном точном смысле. 

Интересен также вопрос о том, каКИl\I l\IOi!\eT быть объедипение 
носителей всех ы-предельных распределений, соответствующих дап
ному начаЛЬНО~IУ. Пусть J.1') Е Мн(Х). Обозначим 

В (~o) = U supp ~t. (П.4) 
J..L=U>(J.Lo) 

Точка х Е B(~to) тогда и только тогда, ROf;J;a х ПРИIIадлеil~ИТ носите
лю какого-нибудь оо-предельного распределения пз 00(""0). Если Р с:: 
с С(Х) - замкнутое множество непрерывных функций, то обозпаЧlIМ 

[Р] = {:~fI {q> (х)} I М-компактное подмножество PJ. (П.5) 

Множество [р] состоит И3 функций !ДI (х) = sup fP (х), где М про-
<рЕМ 

бегает все КОl\lпаRтные ПОДl\IНОiнества Р. Все фУНRЦИИ пз [Р] непре-
рывны. Если Р компаI{ТНО, то [Р] таБiI\е ко~rпаRТНО. Если Р вы
пукло, то [Р] тоже ВЫПУI\ЛО. 

т е о р е м: а П.2. Пусть ~t\J Е Мх(Х). Тогда в вьznу-пЛО.;1,t ~o.м,na-пT-

nO.Jrt множестве фун,-пцuй [со K(j}[ N(SllPP ~to))] uайдется таnая Функ,
ция !, что !(х) ~ О при х Е supp f.l() II j(x) = О при х Е B(~o). 

Функция f в Teopelvle П.2 строится так [8]: 
t 

'(х) = Нт sup+ 5 I( (~(1')) (х) dL, 
T~oo t~T 

О 

(П.6) 

rде fJ,(t) - решение (П.1), fl(O) = 11o, K(JA,(t'))(x) - значение функции 
K(~t(t'») в точке х. 

П.4. ТИПИЧНЫЕ СВОйСТВА 
КОМПАКТНЫХ МIIОЖЕСТВ НЕПРЕРЫВНЫХ Ф}'1lliЦИй 

И ТЕОРЕМЫ ОБ ОТБОРЕ 

Пусть раССl\lатривается некоторый Бласс объектов, для конкрет
ности - систеl\I дифференциальных уравнений. Пожалуй, первый 
вопрос, RОТОРЫЙ можно задать: существуют ли интересные свойства, 
присущие всем объекта~I этого класса? Однако часто СПИСОI\ таких 
общих свойств очень беден - в достаточно широких классах встре
чаются «исключения из многих правил». Чтобы выяснить, действи
тельно ли это редкие исключения, поступаIОТ так. ОпредеЛЯIОТ пре
небреЖП~lые l\IHOjI\eCTBa. Если ~IHOiI\eCTBO систеl\I, не обладаIОЩИХ 

u ~ u 

дaHHы\II своиством, пренеорен\имо, то СВОIIСТВО IIазывают типичны~rt 
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rоворят, что им обладаIОТ «почти все» системы, принадлежащпе даи
во:му Rлассу, что это свойство выполнено «почти всегда». Типичных 
свойств, естественно, больше, че~I общих, не допускающих пснлюче
ний, поэтому иногда вознинает падеiида построить содержательную 
теорию типичных свойств даже в том случае, когда теория общих 
свойств бедна. Что ОЗlfачает «почти всегда» и «почти все», нужда-,., 
ется, :копечпо, в строгом определении, и Bыорp между различными 

вариаптами этих оriределенпй далеко пе всегда однозначен, а УТ
верsндения, типичные в ОДНО1I смысле, могут быть ре ДБII1IlI , пс!\лю
ЧIIтельными в дрУГО1I. Это, однако, не мешает теории типичных 
свойств заlНИ~Iать почетное положение в динамике [22-25], диф(ре
репциальной топологии (см., наПРИ~Iер, [26]) и: в других областях 
]\{атемаТИRП. В частности, на сообраiнен:иях ТИ:ПИЧНОСТlI построена 
теорпя особенностей дифферепцпруемых отобраrБениii (!\атастроф) 
[27-29]. Подчер!\нем, что в подходе, oCHOBaHHOl\I на ТИПИЧНОСТJl, 
lIСI\ЛIочительпые объе!\ты не описыаIотсяя (это I\Iоsиет о!\азаться 
сверхслол~ной задачеii), утверл~дается толь!\о бедность их ~IноЛ\ества. 

IIспользуя теорему П.1, мы понаiнем, что в ТIIППЧНОМ случае 
разпообразие, представлеппое в отдельном предеЛЬНО1\1 при t -+ 00 

распределенип, существеппо мепьше, чем: все х. Будет TaHп~e еде ... 
дана JfОПЫТRа I'-:ОЛIIчествеНJIО оценить эф<РеКТИВJIОСТЬ отбора. В част
постп, пас будет пнтересовать вопрос о соотношении носителя одного 
(i)-пределыIгоo распределенпя 1I объединения всех НОСIIтелеiI ffi-пре
дельных распределеНIIИ, соотвеТСТВУIОЩИХ данному начальному. 

ТI то iHe насается пеоднозпачного выбора определеНIIЯ типично
СТII, то доl\азыаем:ыЪIe утвеРjRдеПIIЯ будут типичны в очень СIIЛЬПОМ 
С~lысле, ПОНРЫВНIощем, иа!\ !\аjRется автору, различные ВОЗ:\IОi-Бпые 

тр~бовапия иптупции. 
Определения типичности проводятсл, нан праВIIJIО, следующим 

образом. ОпредеЛЯIОТ се}Iейство пренебреil,ИМЫХ ПОД~fНОI-1\еств топо
логпчес!\ого пространства Q, удовлетворяющее УСЛОВИЯ~I: любое под
М:ПОFI,ество пренебре;I-\ПМОГО MlIoiI\ecTBa препебреЖПl\IО; объединеНllе 
счетного семейства препебреfI-\IIМЫХ МПО,I\еств пренебреЖII~IО; НIIБа
ное пеnустое отнрытое )IIIожество не является препебреЖПМЫ~I. Ти
ПIIЧНЫМ: n Q называется СВОilСТВО, I\ОТОРЫl\tI обладают все элементы, 
нроме, :MoiI~eT быть, элеl\fентов пеI\ОТОРОГО препебрежп:мого 1\ПIОJI,ества 
из даппого сеl\lеЙ·ства. 

В ПРИЛО,I\еПIIЯХ ПСПОЛЬЗУIОТ в основном: два способа определения 
препебреiRIIМОСТII и: соответственно типичности. Сог;тасно одному из 
НIIХ препебреiНПl\IЫ MHoiI"ecTBa нервой натегории: - объеДIIпен:ия счет
ных семейств пигде не плотных МПОiнеств, согласно дрУГО~IУ - }IHO
я-\ества :м:еры о. Область ПРIl~lеIIН~IОСТII этих подходов разная: пер
ВЫЙ :М:О;Т,НО пспользоваТf) для ЛIобых топологпчеСБIIХ пространств, 
обладаlОЩПХ свойство:м Бэра (ни одно пепустое открытое МНО,Бестно 
не является MHOiТ,eCTBOM первой !\атегории), второй - Для про
страпств с мерой (прпче~[ 1\lepa пп!\аRОГО отнрытого множества не 
ДО.1ТiJ\па обрап~аться R о). На деле подход, связанный с :мерой, УПОТ
реБЛЯIОТ по БОЛI)luеii части д.ля нопечпомерных еВRЛИДОВЫХ про
страпстn - в беСRОlIеЧJlО~fеРПО!\1 случае выбор соотвеТСТВУЮIJ~ей ~Iepbl 
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и семейства пренебреfПИ~IЫХ МПОiкеств неоднозначен, и наjнется 
естественным использовать ТПIПIЧНОСТЬ в с:мысле натегории. Заметим, 
однако, что на отрезке прямой MHoiI,ecTBo полной меры Лебега мо
жет иметь первую натеГОРПlО и, таким образом, быть пренебреjI\И~IЫМ 
в смысле категории. Хорошее и доступное изложепие вопросов о 
соотношеНIIИ ~Iеры и натеГОрИII дано в I\ниге [30]. 

В СВЯЗII С раСХОiI,дением ме}нду различными видами типичности 
полезно использовать как МОiНПО более сильные определения типич
ности - как мол\но меньше пренебре,нимых ~IHoiI~ecTB. 

Пусть Q -' бапахово ИЛ!I, шире, бэровское отделимое простран
ство. Назове~I мпожество У еР вnолnе nреnебреJICU.МЪ~.jt, если для 
любого компактного пространства S MHoa~eCTBO тех непрерывных 
отобраiI\ений F : S -+ Q, дЛЯ ноторых 

F(S) n у * 0', (П.7) 

есть мнол~ество первой категории в пространстве непрерывных отоб
ражеПИII S -+ Q, наделенном топологией paBHo~lepHoii сходимости. 
Свойство полной препебрел,имости можно пояснить так: У не пере
секается почти ни с каким номпакто:м: - ЛIобое такое пересечешrе 
Moa~HO устранить малым шевелением. 

В нонечномерных евклидовых пространствах вполне пренебре
Жимо только пустое МНОiпество. В беСI\онечномерпых банаховых 
пространствах вполне пренебреiБИМЫХ мпоmеств больше. Таковыми 
являются, например, номпактные MHO}I,eCTBa, замннутые подпро

странства беснонечпой норазмерпости, а TaI\iKe суммы номпактов с 
такими подпространствами. ОТСIода следует, в частности, апалити
чеснал пренебреiНИ~IОСТЬ НО~lпаl\ТНЫХ МIIо,неств [31]. 

Далее, если не оговорено противное, тunuчnъ~ми называются 
свойства, ноторыми обладаIОТ все элементы расс:матриваемого про
странства, за IIсключением точеI\ накого-ниБУДJ> вполне пренебре
жимого мнол,ества. 

Пусть Х - компаНТIIое метричеСRое пространство без изолиро
ванных точен, С(Х) - пространство непрерывных функций па Х, 
р - компантное метричесное пространство, Q - банахово простран
ство непрерывных отобраiI-\ений Р -+ С(Х) в топологии равномерной 

СХОДИМОСТII. Если: 1 Е С(Х), то 1\ 111 = шах' 1 (х) 1, если к Е Q, то 
хЕХ 

IIК\t=шахIIК(у)ll= шах IK(y)(x)l, 
уЕР J/ЕР,жЕХ 

где К( у) (х) - значение функции [(у) в точке х е х. 
Нас будут интересовать таl{ие вопросы: 

Rаковы типичные в Q свойства MIIO}I,eCTB нулеiI на Х фуннций из 

соК(Р) и LcoK(P)]? 
каковы типичные в Q свойства l\IПОII,еств точен максимума па Х 
функций из со K(P)~ и [со K(P)J? 

Т е о р е м а п.з [7]. ТUnUЧnЫJlt является следующее свойство 

отображенuй К: ~tножество пулей любой фун~ции f Е со К(Р) нигде 
не плотно в х. 



Т е о р е м а П.3'. Типичным является следующее свойство ото

бра:нсений К: Jtlножество нулей Лl0бой Фун"ции t Е [со К(Р)] нигде 
не плотно в Х. 

ДЛЯ любой непрерывной на Х функции j обозначим arg шах f 
МIIО~l{ество точек глобального максимума f на х - тех точен, где f 
принпмает ?Iансимальное значение. 

т е о р е м а П.4 -[7]. Для любой последовательности чисел 8 n > О, 
8 n ~ О, тиnиЧН1;J~М является следующее свойство отображений К: для 
вСЯ1i,ого б > О существует та-пое натуральное n, что, "а-пова бь~ ни 

была функция f Е со К(Р), найдется -понечное nодАtножество {х1 , ••• 

. . . , хn} с Х, для "оторого 

dist (arg тах f, {хl' ... , хn}) < б8n, (П.В) 

эдесь dist - расстояние Хаусдорфа между ."Множествами: 

dist (R, Р) = П1ах {впр inf р (х, у)' sпр inf р (х, у)}. 
хЕРу=П y=RxEP 

Аналогичная теорема верна и для [со К<Р)]. 
Т е о р е м а П.4'. ДЛЯ любой последовательности чисел 8 n > О, 

8 n ~ О, тиnиЧНЬ~~t является следУЮUfее свойство отображений К: для 
вся-пого б > О существует та-пое натуральное n, что, -па-пова бь~ ни 

бьzла фун-пция f Е Lco К(Р)], найдется конечн,ое подмножество {XI' •.• 

• • • , Хn } с Х, для 1i,OTOPOZO справедливо (П.В). 
Теоремы II.3', П.4' сильнее, че~ П.3, П.4. Уже ДЛЯ гладких 

фупнций на I\ом:пантIIыx мпогообраЗIIЯХ верны тольно теоремы п.з, 
П.4. ДЛЯ беСI\онеЧIIО дифферепцируемых функций теорема П.1 до
пускает усиление с заменой «почти нопеЧIIОСТИ» (быстрой аППРОI{СИ
иации I\опечпыми MHOiI-iествамп) па I{опечность. 

Используеl\1 теоремы о ТIIПllЧПЫХ свойствах непрерывпых функ
ций для изучеНIIЯ системы (П.1). При этом компактпое прострапств'о 
Х без изолировапных точек будет являться моделью наследуемого 
разпообразия - прострапством значений наследуемых переменпых. 
Компактпым прострапством: Р будет СЛУ~RИТЬ MN(X) - MHOiI\eCTBO 

неотрицателъных мер Радона JL па Х, дЛЯ которых J dJL (х) ~N. 
х 

I-Ia пространстве мер фИIiсируется слабая топология сопря~кеlIНОГО 
пространства (в терминологпи Бурбаки - широкая топология). Ба
нахово пространство Q - пространство непрерывпых отобра~I\енЩi 
М Н(Х) ~ С(Х) в ТОПОЛОГИIl раВJJО1\fерпоii сходимости. Особое значение 
имеет ПОДJ\.IПОiI~ество QN с Q, состоящее из тех К Е Q, дЛЯ ноторых 

\ К (~L) (х) dJ.t (х) < О при 'df.t (х) = N; (П.9) 
х х 

QN - отнрытое в Q МПОiI~ество. 
Далее словосочетание «ПОЧТ}I дЛЯ всех К Е QN» означает: «для 

всех К Е QN, за исилточеппеl\{ вполне препебреiКИl\fОГО мпожест;ва)}. 
т е о р е м а Л.5. Почти для всех К Е QN носитель Лl0бого (i)-npe

дельного распределения (П.1) fJ.* Е МН(Х) нигде не плотен в х. 



Т е о р е м а П.5'. Почти для всех [( Е QN и любого 110 Е MN(X) 
об'Ъедиnеnие nосителей всех f.t * Е ffi(~to) (.7tlножество B(1l0» нигде nе 
плотно в х. 

т е о р е мы П.5, П,.5' следуют из теорем: П.3, П.3' соответствен
но. Используя теоремы П.4, П.4', получаем: результаты об отборе из 
большого начального разнообраЗIIЯ. 

Пусть 8 n > О, еn -+ 0,- произвольная последовательность. 
т е о р е м а П.В. Почти для всех К Е QN при люБОJt б > О суще

ствует такое nатураЛЬ1-Юе n, что для nроuавольных Ilo Е Мн(Х), J,.t* Е 
Е ro(J.Lo), если supp J.Lo = Х, то nайдется конечное Jtnожество {Xt, ..• 
• • • , Хn} с: Х, отстоящее от Supp f..t * nе более чеollt па ()В n : 

dist (supp 11*, {Xt, ... , Хn}) < бв n • (П.10) 

т е о р е м а П.В'. Почти для всех [( Е QN при люБОJt б > О суще
ствует Tar;oe nатуральnое n, что аля nроuа80ль1tого f,Lo Е Мн(Х) ес,д,и 
supp J.Lo = Х, то nайдется ~оnечnое JttnO~/cecTeo {Хl, ••. , Хn}, ОТСТОЯUJее 
от B(J.Lo) nе более чеJt па беn : 

dist (B(J,.to), {Xt, ... , Хn}) < беn • {П.11) 

Теоремы П.5', П.В' утвеРiI\дают бедность ~Iножеств B(f,1o) п 
выглядят сильнее, чем П.5, П.В. Если Х - гладкое l\lногообразие, 
а коэффициенты разложеНIIЯ - C2-глаДI\ие функции Х, то теоремы, 
аналогичные П.5', П.6', уже песправеДЛIIВЫ. Пример тому приведеп 
в следующем разделе. Для бесконечно дифференцируемых RОЭффи
циентов размножения теорема П.6 допускает усиление с заменой 
«почти конечности» (быстрой аппроксимацип конечными MHoiKecTBa

iJИ) носителей ro-предельных распределений на их конечность. 
Сформулированные теоремы об отборе утверждают бедность раз

нообразия при t -+- 00. Чаще всего копечно все наследуемое I?азпооб
разие, RaK потенциальное, TaI\ и предельное, ПО~ТО~IУ 1\ утвержде

ниям теорем о ниг~е не ПЛОТIIОСТИ и «ПОЧТII конечности» следует 

отнестись с осторожностью. Мы мотивировали Rомпактность рас
с~атриваемого пространства Х тем, что Х заменяет :конечное разно
образие, которое можно представить KaR достаточно мелкую е-сеть 
в х. Так не являются ли теоремы об отборе утверждениями о воз
можности :iзозврата R достаточно мелкой е-сети? В TaROM случае их 
содержание следовало бы признать тривиальным. 

Чтобы разобраться в поставленном вопросе, полезно как-нибудь 
оценить выживающее при t -+- 00 разнообразие. 

Н.5. ЭФФЕКТИВНОСТЬ ОТБОРА: 
НАСКОЛЬКО ВЕЛИКО ПРЕДЕЛЬНОЕ Р А3НООБР А3ИЕ? 

Для оцеНRИ эффективности отбора воспользуемся таким сообра
жением: в реальности вряд ли IIмеет С~IЫСЛ говорить о точном виде 

t<оэффициентов K(fl). На caMO~! деле они определимы ТОЛЬRО с ко
нечной точностью. Подчеркнем, что эта неточпость не сводится R 

ошибкам эксперимента, коэффициенты обычно в прииципе точпо 
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неопредеЛIIМЫ. ОПIIсание реаЛЫIОСТII с ПОl\fОЩЬЮ моделей в БIIОЛОГJIП 
ВОЗ~IОiI~ПО лишь С Rонечной ошибкой модели. Поэтому возникает 
1'акая точка зрения: реальный смысл имеет Ile одно отображение, 
ставящее :r.-Iepe J,.t в соответствие коэффициент размножения K(J,t), 
а пекоторая область отображений W, lIекоторая окрестность данного 
отобра,]~еIIIIЯ. Иногда подобная точка зрепия оказывается более 
КОIIструктивноii. Продемонстрируеl\I это. НаПОМНИ~I, что на множе
стве отобраа~ений К: MN(X) ~ С(Х) зафиксирована топология равно
мерной СХОДП:М:ОСТlI и соответственно IIKII = sup IIK(J,t)II, где верхняя 
rpaHI> берется 110 всем f,.t Е М;., (Х), а JJK(f,.t)1J - манс:имум на Х непре
рывной фУIIКЦИИ IK(f.1) (х) 1. 

Будем пскать ответы па два вопроса: 
1. Насколько велики носители отдельных оо-предельных распределе
НИЙ, отвечающих начальному разнообразию supp Ilo = Х? 
2. IIасколько велино объединение носителей ro-пределъных распре
делений, отвечающих начальному разнообразию supp Ilo = Х? 

В излагаемом подходе одно отображение К: MN(X) -+ С(Х) за
меняется областью таких отобраil\ений W с QN. В связи С этим 
поставленньtе вопросы нуждаются' в уточнении: нужно указать, ка

кие вел:ичины, связанные с областью W, мы будем оценивать. Для 
ка,кдого К с: QN определим величины Ф(К) - верхнюю грань мощ
ностп носителей оо-предельпых распределений (П.1) 11*, соответству
ющих начальному разнообразию supp f.1o = Х, и А(К) - верхпюю 
грапь мощности B(J!o), объединениiI носителей мер из 00(110), при 
supp Ilo = Х: 

~(I() = sup {Isupp ,..,*IIJ,.t* Е OO(J!o), supp 110 = Х}, 
~(K) =sup{IB(J!o)llsuppJ.!o=X}, 

где I I обозначена мощность MHOi-кеСтва. 
Для каiКДОГО MHOi-RеСтва W с:: QN положим 

(t (W) = min ф (К), L1 (W) ~ min L1 (К). 
KeW Kew 

(П.12) 

ВеJI:И чины (t (W), L1 (W) относятся к элементам W с самым бедным 
предельным разнообразием. Если для одного К с:: QN 0(К) и А(К) 
]\[ОГУТ быть беСRонечными Rардинальными числами, ТО дЛЯ любого 
непустого отнрытого W с:: Q N @ (W) и 8 (W) - :конечны~ числа. Для 
гладких многообразий Х и дважды (или более) дифференцируемых 
коэффициентов ра.змножения конечность L1(W) уже, вообще говоря, 
не и:меет места, но конечность ~(W) сохраняется. 

Оценки чисел (t(W), ~(W) будем делать сверху. Пусть область 
W, заменяющая одно отображение К, есть в-окрестность HeKoToporo 
Ко с:: QN- Вероятно, это наиболее естественный способ задания W
уназывается Ко и величина оmиБRИ 8 > о. Оценка сверху 0(W), 
8(W) может быть получена с помощью двух последовательностей 
8п (.&1(о) ~ О, Вn(КО ) -+ О, И бn(Ко ) ~ О, бn.(КО ) -+ о. Строятся эти после
довательности так. Во всякой окрестности Ко в QN найдется такое К, 
что для некоторого натурального n 

К(,..,) iiiI f. + 'l>l(Jt)fl + ... + ф,,(р,)/., (П.13) 
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где /0' /1' ... , fn Е С(Х) не зависят от J.1, ~'1' '1'2, ... , 'Фn - непрерывные 
числовые фУНRЦИИ на MN(X). ДЛЯ наiБДОГО натурального n суще
ствует TaRoe Еn(Ко ) ~ О, ЧТО Прll Е > Еn([(о) В E-ОRрестности Ко 
существует [( вида (П.13), а прп Е < Еn([(о) - пет. 1.1псло 8n(Ко)
n-:й поперечник Rомпакта Ko(MN(X». Еслп 8n(Ко ) = О, то Ко имеет 
ВИД (П.13). 

ДЛЯ любого б > О 1I БаSIiДОГО Ко Е Q.v СУlцествует таное нонечн.ое 
множество В с Х, что справедливо неравенство 

шах min п1ах I f (х) - f (Ь) I < б. (П.14) 
хЕХ ЬЕВ fEKo(l\IN(X» 

Пусть бn(Ко ) ~ О - такое число, что при б > бn(КО ) существует обла
дающее СВОЙСТВО~f (П.14) конечное 1\fHO;'I\eCTBO В 113 n элементов, 
а при б < бn(КО ) такого ~fHOjI{eCTBa не существует. ЕСЛlI бn(l(о) = О, 
то наждая функция из Ko(MN(X» прпнимает не более n значений. 

И так, есть две последовательности, характеризующие данное 
отображение [( Е Qn: 8'j(K) ~ Et(K) ~ ... ; б 1 ([() ~ б2 ([().... Первая 
из них характеризует точность приБЛИiI-\епия [( таКII~IП отобраiнения
ми, образы RОТОРЫХ лежат в копечпо:мерных линейных :многообра
зиях. Вторая СОСТОIIТ из чисел, по:казывающих, наСRОЛЬRО точно 
фУНRЦИП из K(MN(X» могут быть приБЛIIжены своими значеНIIЯМИ 
на конечных MHo;I~ecTBax. С по:мощью первой последовательности 
будут получены оцеНБII ЧIIсла точен в отдельном <о-предельном рас
пределении, с помощью второй - в объеДIIпеНIIII (J)-предельных рас
пределеНIlП. 

т е о р е ~I а П.7. Еслu W с Q есть E-опреСТ1l0СТЬ Ко u Е > Еn(Ко ), 
то Ф( W) ::::;; n. 

т е о р е м а П.8. Если W с Q есть E-o~peCTн,OCTЬ Ко и Е > бn([<о), 
то ~(W) ::::;; n. 

Д о R а 3 а т е л ь С т в о теоре1\fЫ П.7 основано па С.,lеДУlощеii лем
ме. Сопоставим: ка;!-\дому набору нз (n + 1)-ii (РУПI\ЦИП /0' /1' ... , /n Е 
Е С(Х) линейное многообразие в С(Х) пз СРУНI-\цпii внда / = fo + 
+ С'Хl tl + . · · + (Хn/n, С'Х1 ••• ", n - числа. В этпх ЛlIнейных ~fногообразпях 
JlaC будут интересовать те /, маКСIIмальное значение БОТОРЫХ - пуль. 

Л е м 1\1 а П.1. В (n + 1 )-й стеnен,и С(Х) вС10ду плотн,о .,)lн,ожество 
таnих н,аборов /0' /1' ... , /n, что любая фу1tYi-Ц1,iЯ f = /0 ,+ (:/"1/1 + · . · + 
+ аn/n , .маnси.ittу.:ч 11,оторой равен nУЛ10, nРUllu.:иает н,улевое значеnuе 
nе более че.;lt в n ТОЧ11,ах х. 

Эта лемма допускает уснлепия с за:мепой ВСIОДУ плотности на 
ТИПIlЧНОСТЬ в различных смыслах II обобщеНIIЯ на другпе простран
ства фуп:кций, в частности па пространства дифференцируемых функ
ций. Ее МОII\IIО пояспить TaI\. Обычно одна фУIII~ЦIIЯ пмеет одну 
точ:ку глобальпого MaKCIl1\fY~la, а соответствующее l\IаI\СIIмальное зна
чепие не равно нулю. В одпопараметрическом сеl\lействе могут су
ществовать та:ки:е фуп:кции, I~оторые IIм:еют две ТОЧКII глобального 
~Iа:ксимума, причеl\I та:к, что фуп:кцпп с двумя илп более точ:ками: 
иаRСfпиума есть 11 во всех достаточно БЛП3RИХ ce~IeiicTBax. TaI\FI\e 

MOiI-\ет быть пеустрапимо l\IаЛЫ~f возмущенпем существованпе в од
lIопараметрпчеСКОl\1 семействе фУПRЦПИ с пу.леВЫl\1 ]\laHCIIl\fY~IOM 
и т. д. 
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«Обычно» здесь означает тпппчпость в подходящем ТОЧНОМ: 
смысле, но, I\опечпо, БОJIее СJIаБУIО, че~1 та, :которая связана со 

•• и,-

СВОIlСТВОМ: ПОЛНОII препеоrеil~IIМОСТП. 

Для ДОI\азательства теоремы П.8 надо выбрать такое конечное 
MHOfl-\ество В с Х, что IBI ~ n II справедливо (П.14) с б < 8. Далее 
строится такая фупн:цпя h Е С(Х), что Ilh(x)11 < 8 И для любого 
х Е Х\В СУlцествует Ь Е В, ДЛЛ I\OTOPOrO h(b) + f(b) > h(x) + !(х) при 
f Е [(М N(X» (обратите ВIIlIм:аппе па порядок символов тах и min 
в фОР~lуле (П.14». МаКСIIМУМ па Х любой фУПКЦИII И3 
[со (К(Мл-(Х» + h)] ДОСТIIгается толы\о в точках В, и потому ДЛЯ 
всех f.10 с носителем supp f.10 = х будет B(f.-to) сВ. 

ПОСТРОIIМ: пример, поназываIОЩИЙ, KaI{ мол-\ет быть :малым (со
стоять IIЗ одной точнп) носитель Rаждого ro-предельного распреде
леппл f.1 Е ro(l1o) (Sl1PP 110 = Х) прп том, что объедипение этих НОСII
телеiI не м:ало. 

Пусть Х - RОМПНRтпое ВЫПУRлое ПОДМНОiI{ество Rn снепустой 
внутренностью. 3адаДIIМ в о:креСТIIОСТИ Х глаДI\ое векторное поле 
v(x) таЕ, чтобы ДЛЯ не:которого 8 > О И любого х, принадлеiI~ащего 
границе Х, было х + 8V(X) Е int Х. МПОiиество Х положительно ИR
вариантно ОТНОСJJтельно днпампческой (точнее, полудинамическоii) 
системы, заданноii уравнениямп х = v(x): начавшись в Х при t = о, 
ретпения этап системы не выходят из Х и при t > о. Построим па Х 
систему (П.1) так, чтобы ее реJllеПIIН с начальным разнообразием 
Sl1pp 110 = Х превращались при t -+ ею В узкие пики, движущпесл 
почти по траекториям системы х = v(x). «Почти» означает здесь: 
сколь угодно ТОЧНО II точность возрастает при t -+ 00. Для любой 
"Iеры f.1 пз М N(X) оБОЗНRЧJI~I: 

МI) (/1) = J d~t (х) - полная «ЧJlсленность>} (масса); 
~Y. 

М1 (~t) = .\ xd~t (х) - центр тяжестп ~t, М1 (fl) Е Х; 
~y 

А! 2 (fl) = , x2d~t (х). 
:1: 

Для любого у Е Rn обозначим у2 скалярныir квадрат у: у2 = ~ YiYi = 
i 

= (У, У). 3апише:м: (П.1), полагая 

K(J,t)(X) = -(х - v(M1(J,t»)2Mo(J.t) + C(f.1), (П.15) 

где C(IL) - число, зависимость которого от f.L выбрана так, чтобы 
Mo{.J1) изменялось со временем в силу (П.1), (П.15) согласно урав
нению Ферхюльста Afo = (1- Мо)Мо : 

С ( J.t) = 1 - М о ( J.t) + м ~ ( J,t) - 2 (М 1 ( f.-t), v (М 1 ( J.t) » + м о ( J.t) v2 (М 1 ( J.t) ) • 
(П.16) 

Для любой фУННЦИП Bpe~reHII rp(t) обозначим: 
t 

(ep)t = + S ер (Т) а1'. 
о 

(п. t 7) 
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Пусть Jl(t) - решение (П.1), ,..,(0) = J!o Е MN(X). Средний коэффи
циент раЗ~Iпоженпя, соответствующий. ЭТО~fУ решепию, есть 

<К (f-t) (x»t = (С (f-t»t - (Мо {fl»t (х- (l}Io(~t) v (M1 (fl»)t / (.Ltlo{fl))t)2-

- (NIo (fl) и2 (М1 (fl))t + <1J;/o (fl) v (11f1 {fl)))~/(ilfo (f.t)t· (11.18) 

При t -+ 00 будет МО -+ 1, поэтому для любого е > О существует такое 
t(B), что при t> t(B) 

< [( ( f.1) (х) ) t = < с ( ~t) ) t - (1 + aJ (х - < v (М t ( J!) ) ) t + 13) 2 + 'у, (П .19 ) 
где la(t)l, 1~(t}l, 1,,(t)I<B. Таким образом, при больших t точна 
мансимума среднего на отрезке [О, t] коэффициента раЗ1IНОil\ения 
мало отличается от (v(M(J.t»)t. Пусть задана мера J.to, supp J!o = Х. 
,цля любого е > О существует таное to > О, что прп t > to 

S d,... (х) ~ (1 - В) S dl1 (х), (П.20) 
IIx-(v(1\t1l(J,L»)tll-<:е х 

Т. е. со BpeMeHel\1 почти вся мера ~t(t) оказывается сосредоточенной 
в сколь угодно малой окрестности (v(Mt»t. Скорость движения точк:и 
< р(М 1 (1-1) }) t В лога рпфмичесном вреl\Iени есть 

d(v(Mt(Jl}})t/dlnt= v(Mt(Jl» - (v(Mt(Jl»)t/t. (П.21) 

При достаточно больших t в силу (П.20) (v(M 1("',»)t СRОЛЬ угодно 
l\!ало отличается от М1 , поэтому для данного f.!o (supp Jlo = Х) и ЛIО
бого Е > О существует таное Т, что при t > Т 

Ild(v(Mt (f.1»)t/dln t - v( (v(l1f1(J!»)t)11 < В. (П.22) 

Итак, при достаточно больших t центр ТЯiкеСТII ~t(t) ДВИrRется 
сноль угодпо близко к траекториям СIIстемы х = и(х). Зависимость 
его ПОЛОiнения от 't = ln t есть так называеl\Iое E-ДВIIя-\енпе системы 
dx/dT= v(x) {, причем: В }Iожет быть выбрано сколь угодно :малым 
для достаТОЧIIО больших t. Чтобы получить Е-двпn"енпе с задаППЫl\f 
начальным условием хо Е Х, достаточно выбраtь f.!o в виде УЗI-iОГО 
гауссова пина с плотностью а ехр - ь(х - хо )2 11 J10 = 1, Ь» 1/е2 • 

Если заменить K(f.1) (П.15) па K(J!) + БК1(~t), предполагая, что 
для любой меры J! Е MN(X) функция K 1(J.t) - дважды непрерывно 
дифференцируема и все фуннции из [(t(MN(X», а таRже I1Х частпые 
производные первого и второго порядков раВПО~Iерно ограничены 

в СОВОRУПНОСТИ, то при достаточно :малых б поведение СIIстемы Iif\че
ственно не изменится. Именно: для любых е > О, J.10 Е М N(X) 
(supp ~to = Х) существуют таRие Т, бо > О, что прп t> Т, б < бо 
ДВИiRение центра тяжести f.1(t) - решеНIIЯ (П.1) с I-\оэффпцпептом 
K(J.1) + БКt (f.1) и f.1(0) = f.lo - является e-ДВИiIiенпем СIIстем:ы dx/dr: = 
=·v(x), 't = ln t. Чтобы получить B-ДВПJl\еппе с задаНПЫ~ПI пачальпы
МII УСЛОВИЯl\IИ ХО, надо, J~aH 11 выше, выбрать J!o в BII;::t;e УЗliОГО гауссо
ва пика с центром ТЯJI~еСТII в хо • 

1 e-двuжеUllе.,." СИСТf\МЫ dx/dT = V (х) называется функция <р (Т) па Пn:IУОСИ 
[O~ (0) со значенпями n X~ обладающая Te)1 ('ВОЙСТВОМ, что ДЛЯ любых Т > О, 
Т Е [О, 1] норма "{р (Т + Т) - х (Т, ({) (Т)) 11 < е, где х (т., у) - решение CIICTeMbI 
с пачальным УСЛОВllем у = х (О, у). 
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Для рассмотренной системы с К вида (П.15) носитель любого 
ю-предельного распределения состоит из одной ТОЧRИ. 1vIножество 
B(~to) определяется предельным поведением решений систе:мы :i = 
= v(x) и JtfOiI\eT И~Iеть, например, не пустую впутренность. 

И.6. ур .АВНЕНИЯ ОХОНИНА 

Пусть Х - гладкое }Iногообразие, а :коэффициенты раз:мнол~е
ния - гладкие функции. ПреДПОЛОiI\ИМ также, что НОСIIтель началь
нОго распределения - все Х: supp f.lo = х. в этом случае почти всегда 
через достаточно большое вре:м:я решение Il{t) уравнепий (П.1) пред
ставляет собой совокупность УЗI\ИХ ииков, движущихся по )Iногооб
раЗИIО х. Это ДВИiкепие МОfI\ет идти при t -+ 00 R устойчиво:му рас
пределеНИIО с конечным носителем, но возможна и более' сложная 
дипаМПRа. Запишем уравненпя ДВПiI\еI·IИЯ пиков. Подчеркнеl\I, что 
пики ДВIli-НУТСЯ «почти» вдоль решенпй этих уравнении - таБ ,ке, 
RаБ 11 в предыдущем разделе, СI\ОРОСТИ ДВllжения в логари(рмичеСl\ОМ 
вреl\lепи 't = ln t ~IorYT неснольно отличаться от вычисляеl\IЫХ по 
правым чаСТЯl\I. Впрочем, это отличие стрем:птсл к пулю при t -+ 00. 

По ПРОlпеСТВИII достаточно большого времени положения ппков 
в Х с ЛIобой наперед задаппой точпостыо обычно ЯВЛЯIОТСЯ ТОЧ:hаМJI 
максимума среднего Rоэффпцпепта раЗМIIОiI~енпя (k)t. Предполагая 
веВЫРОiндеппость второго приБЛJIiI\еппя (k)t(X) в точках :MaRC1IMY~la, 
запишеl\I ДЛЯ НХ ДВIIil~еIIIIЯ 

~ E~~Y' == ak ({x~}, X)/aXi \х=ха , 
i 

~~ = - {)2k ({ха.}, X)/aXiaXj 'х=ха, 
где {ха} - совонупность точек максимума (k)t, 

€u = - ta2 (k>t/aXiaXj 'х=ха , 

(П.23) 

k( {x(l}, Х) - средний за большое время коэффициент раз:множения 
для ДВIIjJ,еппя па I\опечном: носителе {Ха}. 

Выбор функции k( {ха}, Х) пуа,дается в дополпительно:м:. поясне
нии. РаССМОТРПl\1 ограНIIчепие (П.1) па нонеЧНЫII носитель {xCt

}. 

В ЭТО~I случае наа~ДОJ\.IУ Ха. сопоставляется вещественная перемеп
нан - «ЧНСJIСПIIОСТЬ» Na., и ~IО;НПО заппсать 

~L = ~ 1Vаб (х - x tX ), 

. 
Na=K(~)(xa)Na, (П.24) 

а 

где б(х - ха) - едпппчпая мера, сосредоточеппая в точке ха. (дельта
ФУПI\ЦПЯ). В уравпеппнх (П.24) набор {ха} играет роль пара)fетров. 
Если для данного набора {ха} из ЛIобых илп почтп любых ПОЛОrI,И
тельных пача.ТIЬПЫХ условпii реIпеппя (П.24) стрем:ятс.я R еДlIнствен-
пой устоiiчпвоii неПОДВПi1\ноii: ТОЧI\е с НООРДIIпатаМII N~, то 

(П.25) 
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Аналогичпо ДЛЯ стремлепия к устойчивому предельному циклу 

N~ (t) периода Т 
т 

k ({ха}, х) = ; j' к (~N~ (t) б (х - x~») (х) dt. 
о 

(II.26) 

Для более сложных aTTpaIiTopOB определение k({xCX
}, х) связано 

с выбором устоiiЧIIВОЙ операЦПII инварпантного усреднения. 
Пусть Прll t -+ 00 поtlТИ ЛIобое решепне (П.24) стреМIIТСЯ к 

одной из нескольких устойчивых по линейному прпближеНИIО не
ПОДВИЖНЫХ точен. Номер такой неПОДВИFl"ПОЙ точки будем обозначать 

верхним индексом: N~. ДЛЯ каiI,ДОГО i ~IOiI\HO, следуя (П.25), опреде-
. * 

лить k i ( {x~}, х), подставляя в эту формулу N~ вместо N а,. Соответ-
ственно в этом случае существует столько вариантов уравнений 
(П.23), снолько есть УСТОЙЧIIВЫХ неПОДВИЖIIЫХ точен для дпна:м:ики 
па конечном lIосптеле (П.24). Каждая из этих систем уравпепий 
описывает динамику движения ПИI\ОВ, складываIОЩУЮСЯ в ходе ОТ

бора. В онрестпостях точеI\ бифурнацпп (П.24) по параметрам {x~} 
уравнения (П.23) YiI~e, строго говоря, не примепимы, и для выясне
ния того, по RaI~oiI ветви rlойдет реmеппе, следует возвращаться 1\ 

исходной системе (П.1). Кроме этих бифурнаций на конечном носи
теле есть еще п другие. К НIIМ: относятся появление новых точек 
максимума <k>t (РОfI\дение новых пнков вдаЛII от {x~}) и выро,ндение 
матрицы Efj. В последнем случае второе ПРIIБЛII;непие для <k>t 
вблизи x~ уже неПРI1:мени:мо, II надо использовать слеДУIощие члеНIu 
ряда Тейлора. lIa ЭТО~I IIУТИ получае}! описанпе дпnергенциu - рас
пада пика на два и более. 

Подчеркне~f, что в бпологпческой литературе основпое ВIIИ~lапие 
уделяется дивергепцип, а другие бифуркацип, папрпмер образование 
новых пиков вдали от имеющихся из фона малоiI чпслеппости, оста
ются пеосмысленными. Роль фола отмечалась в работах А. А. Ля
пунова с сотрудни:ками [32-34], ПОСRЯIцепиых ЧJlслеппому модеЛlI
рованию эволюции 11 nи:дообразоваппя. 

Учет различных бифур:кацпu моа,ет, вероятно, пролснить не
ноторые спорные вопросы теорип ЭВОЛIОЦИП. 

П.7. УБьm.АЮЩИЕ МЕРЫ РАЗНООБРАЗИЯ 

Существуют сотнп работ, посвященные разлпчным Mepa~I раз
нообразия. Их краткий обзор дан, например, в кпиге [35]. Соответ
ствеПIIО веЛIIКО и разнообразие предлагаемых мер. Это объясняется' 
~тчаСТII тем, что критерИII выбора здесь весьма приблизптельны II 

неоднозначны. Наиболее популярная мера разпообразия - энтро
пия. Пусть распределение f..t И1\Iеет непреРЫВНУIО плотность относи
тельно некоторон (рпксировапноiI меры Ilo: Il = ~flo. Тогда энтропия 
f..t относительно 110 есть 

Н = J р (х) ln р (х) df.1o (х) = .i ln р (х) d~~ (х). 
х х 
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Здесь }IЫ преДЛОj}\ИМ :м:еры разнообразия исходя IIЗ очень про
стого :и ясного сообраiкения - в ходе отбора разнообразие паследу
e~IЫX пере~Iенпых ДОЛ;НIIО почти всегда :монотопно умепьшаться. 

Rонечно, энтропия в силу уравнений (П.1) почти всегда стреМlIТСЯ 
R -00 IIрИ t ~ 00 для начального разпообразия Х и supp J..1o = Х. Од
наI{О это стре~lлеПlIе не обязательно ?IОПОТОНIIО. 

3афинсируем некоторую меру J.t *, supp J.t * = х. Ограничимся 
рассмотреппем только тех распределеппй Jl, которые имеют непре
рывную плотность относительно Jl: ~" = PJ.t*, рЕ С(Х). В силу (П.1) 
зто снойство сохраняется со вре}\lIепем. 

Пусть J.to = PuJ.t*, Jl(t) = p(t)Jl* - решеПIIе (П.1) с начаЛЬНЫМ]1 
УСЛОВIIЯМИ J.t(O) = ~o, k(t) = K(JJ,(t». Тогда 

(lln p(t)/dt = k(t), p(t) = ро ехр (t<k) ,), (П.27) 

t 

где (k)t = + S k (Т) dT. 
о 

Если существует непрерывный линейный функционал l на 
С(Х), отрпцательный па всех фУНКЦIIЯХ из К(Мн(Х», то функция 
Z(ln p(t» :МОIIОТОIIНО убывает со Bpel\leHeM: 

dl(ln p(t) )/dt = l(k(t») < О.' (fI.28) 

ТаI\ОЙ фупкциопал существует, еСЛIl ВЫПУR.пое КОl\lпактпое MlIOj"e
ство со K(M./V(X» не содерil\I1Т пуля в С(Х) - фУНКЦИII, ТОiБдествен
но равной пулю. Это верно ночти всегда. Более того [7], почти: все
гда существует танан :мера с непрерывной ПЛОТIIОСТЫО 'Ф Е С(Х) 
ОТIIоситеЛf)ПО Jl*, что для Лlобой фУНКЦИJl k Е К(Мн(Х» 

J '" (х) k (х) d~* (х) < о. (П.29) 
х 

ОТСIода сразу следует, что фупнцпя 

H'I> == \. '" (х) lп р (х) d,...* (х) (П.30) 
х 

убывает вдоль решении (П.1). 
Ilабор таких фУНl{ЦИЙ '1', что справедливо (П.29), почти всегда 

весы\аa богат. fIYCTb U i - счетная база топологии х. IIочти всегда 
ДоЛя каil\ДОГО Ui CYH~eCTByeT таная ФУПI\ЦПЯ 'Фi, что 'Фi(Х) = О при 
х ~ Ui И выполпеllО (fI.29) с 'Ф = 'Фi t 7 J. С помощью этих фУIII~циji 
:МОiJ"ПО ПОЛУЧИТJ) еще одно доназательство теоремы об отборе. 

I-Тадо ОТl\lетить, что ФУllНЦИИ I/ф (11.30) по своему ВIIДУ СIJЛТ)НО 
наПО1\ПIнаIОТ ЭIIТРОlIIIIО, а еще в болыпей степенн - таную функцию 

ЛЛllупова для цепей Ма pnoBa: - ~ p~ 1n (Pi! р;), Cl\I. гл. 3. 
, i 

П.8. ОБОБЩЕНИЯ 

П ростеiiшее обобщение уравпепиii (П.l) состоит в учете не
стационарностн среды (ОКРУil\еПIIЯ). IIредполагая ДIIпаl\IИКУ состоя
ния ОНРУjl,СI1JIЯ 11 роизволыlй,' 11 РИХОДИАI К дифференциальпым: 
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ВI\JIIочепиям: . 
~t Е [( ( Jl, .8) f.t, (П.31) 

где S - нростраНСТllО состоянпй S, нреДПО;Iагается !\омпа1\ТIIЫМ, 
K(Jt, s) - непрерывно заВIIсящая от Jl, s (РУПI\ЦПЯ нз С(Х) (I\О;)(Р
фициепт раЗМНОiI-\енпя), К( ~t, s) = {[( Jl, s) I s Е S}. 

Решеппе ВI\ЛIОЧСНПЛ (11.31) - таная глаДБая заВИСII~10СТЬ J,t(t), . 
что в любой ~IО~Iепт Bpe~IeHII J..1 ПРIIIIадлеi1~ПТ К (Jl, s). 

3аl\Iеняя в предыдущих TCOpel\IaX (П.1) на (П.31), а [((lJIIN (X) 
на K(l1fN (X) Х S), получае~I аналоги ;)ТIIХ Teope~I ДЛЯ ДII(I)ференци
альных ВRлюченнй П, TaI~II~I образо~r, для пестацпопарпого OI\py
жения. 

Это обобщенпе трпвпальпо l\Iате:матичеСI\И, но его бпологпче
скиII см:ысл - нестаци:опарность среды не OT~leIIHeT действпе от
бора - осознается не всегда. Так, в пренраСIlОЙ I~IIиге Солбрпгов 
[36] К числу «l\IIIпимальных условпii, неоБХОДIIl\IЫХ для ЭВОЛIОЦИИ 
путем естествеНIIОГО отбора» отнесена «пепз:меНIIОСТЬ впеШПIIХ ус
ловий» (с. 47). Это, к СОiI\алению, неперпо. СправеДЛIIВО более сла
бое утвера~денпе: перемепность внешних условпй l\IOiI~eT прпвести 
к увеличению выживающего разпообраЗIIЯ (а l\IOiI,eT, п не привести 
ИЛII да}I~е вызваТI> его У~IеIILшеппе). 

Более IIIIтереСIIое и не столъ трпвпалыIеe обобщение получа
ется прп включеНIIlI в раСС~IотреIIпе пепаследуеl\IЫХ свойств. В про
стейших случаях ПРПХОДИ~I н уравнеПИЯl\I с векторными l\Iерам:и. 
Не Уl\Iеньшая оБIЦIIОСТII, будеl\I раССl\1:атрпвать спстеl\IЫ с ДIIскрет-
ПЫl\1 BpervIeHel\{ 

(П.32) 

Здесь n, n + 1 - последовательные ~10l\IеIlТЫ врем:еНII, Jl(n), 

f.t (n + 1) Е l1f~ (Х) - m-КО~fпопептпыii веБТОР, наiI\дая hОl\lпонента 
которого J..1i - неотрицательная мера па пространстве значениi! на
следуемых переrvlепных х. Рассматрпваются толът\о тание ~t, ДЛЯ 
которых полная численность не преВОСХОДIIТ пеI~ОТОРОГО N > О: 

~ S d!-Li (х) < N. (П.33) 
'1 х 

~fHOjHeCTBO ~L Е M~ (Х), УДОI~леТВОРЯIОЩИХ (П.33), обозначаем 
MNm(X). Отобраil\ение К ставит в соответствие каа\дой векторной 
мере J.t Е MNm(X) непрерЫВНУIО функцию па Х со зпачеНИЯl\III во 
множестве положительпых т Х т-матриц. РаСС~IаТРlIваются толы\о 
такие К, дЛЯ которых при любых ~t Е Мкт(Х) 

(П.34) 

На пространстве М(Х) фиксируется слабая топология СОПРЯiI~енно
го пространства, на мт(х) - топология ПРЯ~IОГО пропзведения, на 
пространстве непрерывных l\lатрпц - ФУПI\ЦИЙ на х - топо.fJогия 

·212 



раПНО:\Iерпоii СХОДII~IОСТlI, Н I\OTOpoii оно соннадает с (С (х))т". 
О1'об раа~еIIне [( 1I реДНОJIагается непрерынныlI.. 

Пусть ~to Е М ~'m(X) - начальное распределение, J.t(n) - соот
ветствующее решение (f1.32), J.t(O) = Ilo. Говорят, что J.t* - ffi-npe
деЛЬ1l0е расnределеnие этого решения, если существует последователь
ность ni ~ 00, для которой f-t(ni) ~ Il*. Совокупность всех ffi-предель
ных распределений длн данного начального обозначим ffi(U,,). 

Центральное l\IeCTO в теории уравнений (П.32) занимает сле
ДУIощиii экстре:маJIЬНЫЙ принцип - аналог теоре}lIЫ П.1. Наиболь
шее ПОЛОil\птеЛLlIое собственное число ПОЛОi-I~ительноii :маТРИЦI;»I k 
оБО311аЧИl\1 Л(k). СRЯiI~еl\I с отобра}I~еIIIIеl\[ К последовательность ком:
паl\ТIIЫХ ПОДl\IПОll,еств С (Х): 

и1 (К) == {}~ (К (~)) I ~ Е д/Хт (Х)}, 

00 

и1 (К) с: []2 (К) с: ... с: U n (К) с: ... , и 00 (К) == U и n (К), 
n=1 

И(К) = и ос ([() (черта обозпачает замыкание). 
т е о р е 1\1 а 11.9. MnOJ/ceCTBO И(К) ~OMna~TnO; для дюбого 00-

предел ьnого расnределеnия f.1 * Е (t) (f-to) nайдется та~ая фуn~ция 
f Е И([(), ЧТО j(x) = 1 при х Е supp f-t * и j(x) ~ 1 при х Е supp f.to 

( supp ~L = .О supp !li). 
t=l 

Строится эта фун:кция t так. Пусть Il(n) - решение (П.32), 
Jl(O) = f-to, ni ~ 00, ~L(n~) ~ f-t*. Рассмотрим последовательность 
фуннцпй 

ti = [л (К (~(ni - 1)) К (~(ni - 2)) ... К (~ (O)))]l/n i • (П.35) 
В силу компактности И(К) из нее можно выделить сходящуюся 
подпоследовательность. Предел любой такой подпоследовательности 
MO,I,IIO выбрать в качестве f. 

ДОRазательство теоремы проводится в два этапа. Сначала она 
доказывается для того частного случая, когда все матрицы K(f-t)(Х) 
имеют ранг 1. Сделать это не сложнее, чем для скалярных уравне
ний (П.1). Общи:й случай сводится к рассмотрению }lIатриц ранга 1 
с помощыо следующей леммы. 

Пусть D - компа:ктное множество положительных т Х т-мат
риц, k n Е D (n = 1, 2, .. .) - произвольная последовательность эле
ментов D, х, у Е Rm - векторы с неотрицательными :координатами, 
х, у =:/= О, хn+l = knxn, Уn+l = knyn, хо = х, уо = у. 

л е},I :м: а П.2 (теорема 3.2). ДЛЯ дюбого ~o.мnanTи0гo .м1l0жест
ва nОЛОJ/ситеЛЬ1lЬ~Х Jtатриц D и вся~ого е > О существует Ta~oe q, 
что для всех nоследовательnостей kn Е D и nроuавОЛЬ1lЬ1,Х nеnуде
вь~x nеотрllцателыl~хx вe~Topoв х, у Е Rm при n > q 

11\:: \\ -I\~: \\ ~ < 8. (П.36) 
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д о к а з а т е л ь с т в о. СправеДЛIIВОСТЬ леммы не заВIIСИТ от вы

бора нормы в Rm, поэтому ПОЛОЖIlМ \\ Х \l = ~ I Xi \. Для вентора х 
i 

С неотрицатеЛЬНЫ~IИ координатаМII \\ Х \\ = ~ Xi. Стандартный СИ~fП-
i 

лекс в Rm состоит пз векторов {ZIZi ~ о, IlzlI = 1}. РаСС}IОТРИМ пре-
образования квадрата стандартного СIlмплекса с ПО}IОЩЬЮ ПОЛОiIПI
тельной т Х т-матрицы А, полагая по определению 

А 1 2 _ (Az1 Az2
) 

(: , z ) - 11 AzЧI' 11 Az2 11 • 
(П.37) 

Определим :меТРИRУ на I~BaдpaTe стандартного си:мплеI\са: 
р«х1 , х2 ), (у., y2»=lIx1 _y111+lIx2_y211. Для ПОЛОЖIIтельного век
тора х положим 'У(Х) = (min Xi)/(max Xi) - отношение МIIнимальной 

i , 

координаты Х к ~lаксималыIй.. Для ПОЛОiI~IIтеЛЫlоii матрицы 
А = (aij) 

'У {А ) = min [(min aij)/(max aij)] , (П.3В) 
j i i 

'У(А) - минимум 'У(а), где а; - столбцы А. Если А > о, В ~ о, Х;::: о, 
Х =J= о, то 'У(Ах) ~ 'У(А), 'У(АВ) ~ 'У(А). 

УтвеР1ндепие 1. Пусть II Z1_ Z211=x>0, 'У='У{А). Сущест
вует Ta~oe е = е('У, х) > о, что 

p{(zt, Z2), A(z\ Z2» > 8. (П.39) 

Д о к а з а т е л ь с т n о. ПреДIIОЛОi-БИМ протпвное. Воспользуе?tI
ся тем, что при УМПОiI~еIIИИ А па ПОЛОi-БlIтельное число .. 4 (zl, z2) не 

изменяется. ПОЛО;I~ИМ тах ~ aij = 1. В ЭТОl\1 случае СОГ.iJаспо пред-
j i . 

IIОЛОiI~еIIИIО для некоторых х > о, 'У > О сущеСТВУ10Т сходящиеся 

последовательности A i ~ А *, Z~i) -+ Zl, ZZi) -+ Z2, обладаIОЩIIе ТНI-{И
?tIII свойствам:и: 

A i > О, l' (A i ) ~ 1', Z~i)' Z(i) > о, 11 Z~i) \\ = 11 Z(i) 11 = 1, 1\ Z~i) - Z(i) 1\ ~ х, 
р «(Z~i)' Z~i»), А (Z~i)' Z(i»))-+ о. (П.40) 

Отсюда получаем zl, Z2 - собствеппые венторы А *. Онн различны 
<II Z l - z2

11 ~ х) 11 строго ПОЛОiI~:ительны ('Y(ZI, 2) ~ 'У). Соответствую
щие собственные зпачеппя TaRiI~e ПОЛОiI,lIтельны и равны IIAz1

, 211. 
Любой столбец a~ из А * либо нулевоii, либо строго ПОЛОЖlIтельный 
с 'у (a~) ~ 1'. МНОiиество ПОЛОiI\итеЛЫIЫХ столбцов А * пепусто, по
ЭТО~IУ А * имеет толы\o один положительный собственный вен тор 
(с точностью до УМНО;J-\ени:я па скаляр). Это легно следует из теоре
мы Перро па - Фробеппуса. Полученное противоречпе доказывает 
утвер1кдеппе 1. 

Обозначим 'УТ(А) = 'У(АТ). 3ам:етим, что для А > о, в ~ О, В =1= О 
выполпено 'УТ(ВА) ~ 'УТ(А). 

У т в е р 11\ Д е 11 п е 2. Пусть 'У > О, 8 > о. Существует Ta~oe 
6 = 6(8, 'У), что для любых вe~Topoв с nеотрuцатеЛЬ1lЫ.,ltu ~oopдuua-
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та.мu Х ~ О, z ~ О, если "х" = IIzlI = 1, "Х - zll =::::;; 6, А > О - nо.лО;J1СU
теЛЬ1-tая .мат рuца, 'УТ(А) ~ 'У, то 

1111 ~:II-II~IIII < 8. (П.41) 
д о к а 3 а т е л ь с т в о. Предположим противное. 110СКОЛЬКУ 

Сllраведлпвость (или несправедливость) (П.41) и величина 'УТ(А) 
не ИЗl\fеНЯIОТСЯ при умножении А на ПОЛОiI1\ительное число, выберем 

ВОрМИрОВI~У шах ~ aij = 1 - максимум суммы элементов А, принад-
j i 

леrъ:ащих одному столбцу, равен 1. Согласно предположению суще-
CTBYIOT таI\ие последовательности Хи) ~ х*, Z(i) ~ х*, A i ~ А*, что 
X(i), Z(i) ~ О, IIX(i)1I = IIZ(i)1I = 1, A i > О, 'YT(A i ) ~ 'У н 

AiX(i) Aiz(i) ~ 8 

11 AiX(i) 11 11 Aiz(i) 11 с9" • (П.42) 
ЕСJIИ А > О, "(Т(А) ~ 'У, Х ~ О, "Х" = 1, то в силу принятой норми
ровки 1 ~ "Ах" ~ 'У, поэтому 

что противоречит (П.42). УтвеРiRдение доказано. 
СОГ~ТIаспо утвера-\дению 1 для любого 'У > О У Баждой точки 

(zt, Z2) квадрата стандартного симплекса в Rm, пе лежащей на диа
топали ~ = {(Z, Z)} (Z1 =J= Z2), существует такая окрестность V, что 
для любоiI положительной матрицы А с 'У(А) ;::: 'У 

А (zt, Z2) fjS v. (П.43) 

Утверждение 2 демонстрирует своеобразную устойчивость диа
гонали ~: для любой окрестности диагонали W 1 и всякого "( > о 
существует такая ее окрестность W 2 с: W 1, что для произвольпой 
ПОЛОiI,ительной матрицы А с 'УТ(А) ;::: 'У 

А W 2 с: Jtf·1. (П.44) 

Л е м м а П.2 следует из докаэанных утверждений и того, что 
1(АВ) ~ 'У(А), 'УТ(АВ) ~ 'УТ(В). 

3 а l\f е ч а н и е. Не составляет труда перенести лемму П.2 на 
случаir систем с непрерывным временем. Возможны также беско
нечномерпые обобщения. Здесь мы пе будем на этом останав
ЛIIва ться. 

П.9. АВТОСИНХРОНИ3АЦИЯ КЛЕТОЧНОГО ДЕЛЕНИЯ 

Гипотеза о непрерывном разнообразии по отношению ко мно
гим биологическим задачам является идеализацией, позволяющей 
лучше попять действие естественного отбора. Иногда все же на
следуемое разнообразие на самом деле непрерывно. Рассмотрим 
популяцию микроорганизмов одного вида, взаимодействующую с 
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окружением, например популяцию патоrенных :МИI{роорганизмов в 

организме больного. Основой дальнейшего являются два упрощаю
щих предположения: период времепп, затрачивае:мыi"i на полный 
цикл развития, у всех минроорrаНИ3l\IОВ одинаков; раЗЛIlЧИЯ мел-\ду 

ними в данный момент времени связаны только с раЗНIIцей фаз 
развития. 

По окончаНIIИ цикла развития данный :ми:крооргаНIIЗl\I исчезает 
п ПОЯВЛЯIОТСЯ несколько в начальной фазе. Пусть Т - длительность 
цикла развития. RаiНДО:М:У l\fикрооргаН:ИЗl\IУ соответствует паследуе
:мая перем:епная - ~IoMeHT его возникновения по lnod Т - ТН1\ое 
число т Е [О, Т), что :м:омент вознпкновеПIIЯ to есть nТ + т, n - це
лое. Пусть s - вектор состояния ОКРУiнеНIIЯ, МНОil,еСТБО БОЗl\fОiI\ПЫХ 
значений s RомпаI\ТIIО, J.L - мера, ОПIIсывающая распределение МII
крооргаПIIЗМОВ по Т. В простейmем случае моа\IIО ОПlIсать измене
ние меры f.l, и веl\тора s при сдвиге по вре~{еПII на перпод Т ТНRОЙ 
разностной системой 

р,(nТ + Т) = k(p,(nT), s(nT»Jt(nT), 

в(nТ + Т) = QCJ.L(nT), s(nT», 
(П.45) 

где k (f.l" в) - г,л:аДRая Фуннция т Е [О, Т], непрерывно заВlIсящая 
ОТ Jl, S, k(f.l" s)(O) = k(Jl, s)(T) и анаЛОГIlЧНО для ПРОIIЗВОДНЫХ по т: 

kU)(J.L, s)(O) = k(j)(J.L, s)(T), 

Q( Jl, s) непрерывно зависит от 1-1, s. 
Для этих уравпенпй TaRiHe l\IOJI,HO ДОRаза ть TeOpe1\IY об отборе. 
Проанализируеl\1 простейший вариант (П.45). ПреДПОЛОiI\И1\I, 

что СОСТОЯIIпе среды кваЗIIстацпонарно - s ссть q)УПI{ЦIIЛ от 1-1. !{О
эффициент раЗl\IНОiI~еНIIЯ k заПИlпе:\I кан экспоненту линейной 
функции от f.l,: 

fJ. (nТ + Т) = fJ. (nТ) ехр [ ko - .[ k1 (,; - ,;') dfJ. (nТ) (о') ] (П.46) 
где ko = const, k 1(8) - периодпческая функция е с пеРИОДОl.I Т, 
описывающая взаимное влияние микроорганизмов со сдвигом фаз 8. 

Ввиду инвариантности (11.46) относительно сдвига начала от
счета времепи непосредственно :использовать теоремы предыдущих 

разделов не удается. Существуют однородные стацпонарные состо
яния, для которых f.t - произведенпе Бонстанты на 1\lepy Лебега. 
Такое однородное стационарное состояние df.l,o = nodT IIаходптся пз 
условия равенства Rоэффициента раз:мпожеПlIЯ еДIIIIlIце: 

/
Т 

nе' по = ko J k1 (8) а8 = ko/(boT). (П.47) 

IIСС&iJедуе~I устоiiЧIIВОСТТ> ЭТОГО СОСТОНIIIJЛ по ЛIIнеiiно:му приБЛIliТ\е
пию. Для l\fалых ОТI\лоненип ~f.t получаеl\1 уравпенпе (dJ.Lo = nod't): 

т 

~11 (nТ + Т) = ~f.t (nТ) - ~to .i k1 (,; - 't') d~!l (nТ) ('t'). (П.48) 
о 
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Изучим спектр оператора А правой части (П.48) в L2(O, Т). Опе
ратор А в L2 (O, Т) МОЖIIО привести в базисе из векторов ео = 1, 
езп = sin (2лn't/Т), есп = cos (2'Лn't/Т) к блочно-диагональному виду. 
И)lенно, вектор ео - собственный, соответствующее собственное 
число ло = 1- nоЬоТ. Двумерные подпространства, порожденные 
векторами езп , есп для каждого n А-инвариантны. Ограничение А на 
такое инвариантное подпространство есть 

_ (1 - nob~T/2 - nоаnТ/2 ) 
Аn - Ь т nоаnТ/2 1- ПО n 02 

(1.:1 (8) = ЬО + n~1 (аn sin (2nn8/Т) + Ьn cos (2nn8/Т»). 
СоотвеТСТВУIощnе собственные числа ЛПl,2 = 1 - nо ЬпТ/2 ± inoanT/2, 
Если хоть один косинус - Rоэффициент Фурье для k 1(8) отрицате
лен, то однородпое стационарное распределение заведомо неустой
ЧИБО. МНОFI\ество функций, все косинус-коэффициенты Фурье кото
рых положительны, очевидно, пренебрежи}tIО, поэтому однородное 
распределение по фазам т, как правило, неустоЙчиво. 

Модель (П.46) хороша тем, что для нее МQЖНО детально просле
дить дипа:мпку отбора на больших временах, если ограничиться 
конечным отрезком ряда Фурье функции k 1(8). 

ПОЛОil\IIМ k t (8) = Ьо +аsin(2'Л8/Т) + Ьсоs(2'Л8/Т). Чтобы чис
лепность не могла неограниченно возрастать, достаточно выполне-

ния неравепства ь о > Уа2 + Ь2 • Предположим также, что Ь < О, ис
ключив тем: саМЫ1\I случай устойчивоrо однородного распределения. 

т т 

Обозначим 1110 (fL) = S dfL ('r), 1I1с (fL) = S cos (2nт:/Т) dfL (т:), МВ (fL) = 
о о 

т n-l 

== S sin (2nт:/Т) dfL (т:), <fL\i = ~ ~ fL (mт:), 11 заппшеr.1 ~t(nT) = f,t, 
о т=о 

~t(nlT + Т) = f.t ехр [ko - boMo(J.t} -

- (aMc(f.1) + bMs(f.1» sin (2лт/Т) + 
+ (aMs (f.1) - bMc{f.1» cos (21t't/T)]; 

~t(nT) = ~t(O) ехр [n[ko - ЬоМо ( <f.1)n) -

- (aMc«f.1)n) + bMs«f.t)n» sin (21t't/T) + 
+ (alJfs«~t)n) - bMc{<f.t)n» cos (2л't/Т)]]. 

(П.49) 

(П.50) 

Множитель, стоящий в (П.50) после 11(0), есть либо константа, 
либо функция с единственным максимумом на [О, Т). Пусть началь
ное распределение имеет носителем весь отрезок [О, Т) и является 
:мерой с непостоянной гладкой плотностью относительно :меры Ле
бега. Нетрудно видеть, что в рассматриваемом случае однородное 
распределение Jlo не может быть ro-предельным для пеоднородного 
начального распределения и при n -+ 00 распределение f.t(nT) при
ПИl\lает вид ~тзкого пика. Координата максимума этого пика ,;* с 
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ВЫСОI\ОЙ прп n -+ 00 точностью есть точка макспмума показателя 
энспоненты в (П.50): 

(Л.51) 

Численность Mo(J.t) устанавливается практически постоянной, а са
ма мера с высокой точностью IIMeeT вид распределения Гаусса: 

dJ1 ~ МоУ8/n ехр [-8(';- ,;*)2Jd,;, 

Мо = ko/kt(O) = ko/(bo + Ь), (П.52) 

82 = n2(2nIT)4[(aMc( (J-t>n) + ЬМз ( (J.t>n»2 + (аМз ( (f.1>n) - ЬМс ( (J.t>n)2]. 

в полученное выраrнение входит средняя мера (J.t>n, которую 
для данных начальных условий вычислить непросто. Можно, од
вако, поступить по-другому. Именно, полагая, что f.t(nT) имеет 
указанный вид с е ~ 1/Т2, выясним, какова мера J.t(nT + Т). 
Получим 

dJ1<nT+ T)~ МоУ(8 + 11е)/n ехр [-(8 + d8)(-r- 1'* - d't*)2]d-r, 

d8 ~ ЬМо2л21Т2, Ll't* ~ аМо2Л/(8Т). (П.53) 

Точность этого выраrнения возрастает с увеличением n. Вели
чина de здесь не зависит от n, и так как Ь < О, 8 линейно растет 
со временем. Величина '(* соответственно изменяется как сумма 
гармонпческого ряда (тод Т), т. е. как const ·ln n (тод Т). 

Интересен случай Ь ~ О, (1 + nоЬТ/2)2 + (nоаТ/2)2 > 1. При 
этом однородное распределение неустойчиво, но поведение J.t(n) 
при n -+ 00, ь > О yrHe нельзя описать как замедляющпйсл дрейф 
одного узкого пика. В этом: случае могут существовать II гладкие 
устойчивые решеПlIЯ ~t(n7'), II~Iеlощие плотность вида 
"'{ехр (Bcos (2n(,;-nI1L*/Т». При больших а (a2~b/1Ifo, а»Ь) 
MOiRIIO наЙТII В 11 ,;* В явном виде: 

В ~ а2Мо/(2Ь), 11't* ~ ЬТ/(ла). (П.54) 

Эти решения - гладкие волны аВТОСИНХРОIIизаЦИII. При Ь > О, 
Ь -+ О глаДRие волны становятся все более У3КИl\IИ пика)IИ, а их 
стационарная скорость стремится к нулю. Если Ь = О, то с ростом n 
распределение f.1(n) принимает вид медленно дрейфующего гаус
сова ника. Со Вl'емепем он становится все круче, а его ДВlIrI\епие 
замедляется. Вм:есто ЛlIнейного роста 8, имеющего место ПрlI Ь < О 
(П.53), дЛЯ Ь = О прпращепие l1е ~ const/e и е растет нак 
COllst . n 1/2. 

Дальнейшее IIсслеДовапие уравпения (П.46) выходит за рамни 
нашего изложеПIIЯ, IIмеющего своей целы{) продемонстрпровать 
нестандартный пример наслеДоваНIIЯ II связанные с ним эффекты. 

Итак, при фИRсированной ДЛIIтеЛЬНОСТII ЦIIкла раЗl\lноя\еппя, 
кан правило, возпикает автосипхронпзацпя размно,неппя. llеяспо, 
паснольно часто встречается этот эффект в природе. Не :ИСКЛIО
чено, что П~lеПIIО пм объясняются перподпчеснпе прпступы неко
торых болезней. flo поводу взаНl\'IодеiiСТВIIЯ патогенных микроор-
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ганизмов с им:м:унной системой хозяина см. монографию [37]. Ес,ли 
фиксирован не период Т, а размер или масса, при которых проис
ходит деление, то также возможны эффекты автосинхронизации 
[7]. Большая коллекция примеров автосинхронизации собрана 
в книге [38]. 

П.l0. ПРИМЕЧАНИЯ 

В математическом моделировании экологических процессов по
степенно пробивает себе дорогу направление, осно:вывающееся на 
теОРИII естественного отбора. 3a~IeTHыM шагом на этом пути стала 
публикацпя книги [8]. Ее авторы утверл\дают (с. 35), что «в био
логии вообще и в экологии в частности... им:еется один-единствен
ный закон - это закон естественного отбора Ч. Дарвина ... ». Вполне 
разделяя пафос этого утверждения, автор тем не менее полагает, 
что его формулировка нуждается в уточнении. Закон естествен
ного отбора и связанные с ним принципы оптимальности выводим 
из действительно биологического закона, состоящего в наличии 
наследования. Именно наследование, передача наследственной ин
формации является основным законом. Продолжая аналогию А. Ази
мова, MOiHHO сказать, что демон Дарвина - самодействующий. Его 
не нужно постулировать: где наследование, там и демон. Исполь
зованное очевидное условие ограниченности полной биомассы за
ведомо менее содержательно. Что же касается большого разнообра
зия, необходимого для нетривиальности утверждений об отборе, 
то динамика ero возникновения понята сейчас не настолы{о хо

рошо, чтобы дать основания для развернутых математических 
построений. 

Чтобы избежать путаницы с термином «наследование», несу
щим на себе груз многолетних дискуссий, подчеркне}1 еще раз, что 
с ТОЧКII зрения отбора неважен механизм наследования, несущест
венны различия мел{ду тем, что «зафиксировано в генах» и, на
пример, наследуемыми элементами культуры. BaiKHO лишь отсут
ствие самозарождения и, возможно, достаточно большое «время 
SI,JlЗIlИ». С других iHe точек зрения, например с позиций молеку
лярной: биологии, различия Аfежду формами наследования пред
ставллются очень большими, настолько, что все генетически не 
предопределенное часто называют и не наследуемым. 

В популярном споре о том, что является единицей отбора: ген, 
суперген, особь, популяция или биоценоз [39-41], не существует 
однозначного теоретического решеПIlЯ в таких терминах. Б дейст

вительности можно быть твердо уверенным, что отбираются ко
адаптированные наборы з:tIачений наследуемых переменных. Если 
на интересующих нас временах обменом генами между популяци
ями можно пренебречь, то отбираются популяции. Вероятно, это 
все же редко: если популяции одного вида взаимодействуют, то 

вряд ли они достаточно изолированы друг от друга в генетическом 

отношении, если же они не взаимодействуют, например имеют 
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очень отдаленные ареалы, то неяспо наной содерil~ателыIйй Сl\lЫСЛ 
Иl\Iеет утвеРiндепие об отборе. IIрпведенпое раССУ,I~депие, одпа]{о, 
не доказательство. Строго можно утверждать только одно: отбира
ется то, что наследуется. Важно обратить внимание 11 на другую 
сторону теорем об отборе и экстремальных принципов: не просто 
адаптация, а коадаптация. Значение наследуемой переменной не 
обязательно должно быть наилучшим само по себе. В результате 
отбора складывается такой набор значений, каждое из которых 
является наилучшим на фоне остальных, стоит изм:енить одно, и 
оптимальность других нарушается. Необходимо помнить еще об 
одном аспекте эволюции: изменении живыми существами: среды 

обитания в очень больших масштабах. 
Среди имеющихся предрассудков отметим аБСОЛЮТIIзацию RЛИ

макспых сообществ. Сукцессия не обязательно ведет к клим:аксу. 
Видовой и генетический состав сообщества не обязательно стре
мится к устойчивому стационарному состоянию. ЭТО ЛIIШЬ частный 
случай возможной динамики. Даже если он встречается намного 
чаще прочих, это не означает существование закона, запрещаю

щего другие варианты. 

Что ,не касается различных экстремальных принцппов в бпо
логии, не связанных явным образом с коэффициентам:п раЗМНОi!\е
ния и соответственно с отбором, то ясно одно: либо связь есть, 
во скрытая п ее мол~но выявить, либо такой экстремальный при Н
цип есть плод воображения, не имеющий отношения к действитель
ности. Исключения составляют принципы, заИl\lствоваНIIые из фи
зики и химии: принцип наимепьшего действия, м:иним:ума произ
водства энтропии и т. п. Опи, безусловно, справедливы, если iI~ивоii 
организм рассматривать как физическое тело или ХIIl\Iпческип ре
актор, но их плодотворность может вызывать сомнеппя. 

В матеl\lатической биологии есть область, НУiндаlощаяся в 
серьезной теоретической работе. Предпринятые здесь па сегодняш
ний день усилия [42-44] пока недостаточны. Речь пдет об описа
нип пространствеппого распределения сообществ па основе теории 
отбора. 

Для описания эволюции распределепия особей в пространстве 
чаще всего IIСПОЛЬЗУЮТСЯ уравнения вида «реакция + дп(рфузия». 
На микроскопическом уровне для отдельной особи это предполага
ет случайность 11 «бесцельность» переl\lещениЙ. Очеnпдно, однано, 
что для всех О.Jганизмов, способных к са:1\IостоятеЛЬПО~IУ передви
;I\ению, такое преДПОЛОiкение не верно. Описание прострапствеп
ного распределепил с ПОl\IОЩЬЮ уравнения диффУЗIIII прп:меIIlI~IО, 
вероятно, ТОЛЬRО дЛЯ некоторых видов бактерий 11, I\poMe того, для 
описания рассасывания очень плавных прострапственпых неодпо

родностей плотности. В общем случае перемещеПIIЛ IIебесцеЛТ>IJЫ. 
Применение экстремального принципа для получения инфор

мации об эволюции сообществ требует описания потенцпального 
разнообразия - пространства Х и оператора [(. Вообще говоря, это 
J\IoaieT быть сложно. Существуют, одна:ко, II счастливые IIСНЛlоче
иня. Прпмер такого IIСRлюченил дает задача об эволюции страте-
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гий простраllственного распределения «при прочих равных». Ис
следование стратегий :м:играции было предпринято в работах [42, 
43] . Близкие варианты общего формализма предложены везави
СИ}IО в [44] и книге [8]. 

у л~е первые применения формализма приводят к предсказа
HIIIO интересных эффектов. Так, рассмотрим популяцию в однород
ной среде - коэффициент размножения k есть функция только от 
локальной плотности р. Предпо.ложим, что k(p) не является моно
тонно убывающей функцией - имеет место эффект Олли [45]. Этот 
эффект в последнее время интенсивно изучался А. Д. Базыкиным 
с соавтора:ми [46, 47]. Пусть при 1.lалых р I\оэффициент k является 
монотонно возрастающей функцией р. Тогда при 1.Iалых средних 

~ 

плотностях пространственное распределение уже не оудет одно-

родным [44]. Это становится очеВИДНЫ}1 сразу, как только постав
лен вопрос об устойчивости стратегии пространственного распре
деления к действию отбора. Стратегия «жить в пятнах повышеп
HOll плотности при малых средних плотностях», несомненно, вы
годнее стратегии равнораспределения. Детали см. в [44]. 

Исследование динамики «целесообразного» пространственного 
распределения только начинается, однако Уil~е сейчас ясно, что 
на этом пути можно понять многие черты реальн,ОСТИ, недоступ

вые для традиционных методов. 

Уравнения с наследованием - подарок, полученный }lате}lати
liа:м:и от БИОЛОГIIИ. Они дают нам пример редкой ситуации, когда 
абстрактные :мате}Iатические построения проясняют суть явления. 
Эти уравнения обладают рядом привлекательных свойств. Дока
занная дпскретность асимптотики при t -+ 00 делает соблазнитель
ны:м: их ИСПОЛЬЗ0вапие и в других областях. flрпведя изучаемое 
уравненпе I~ виду «с паследоваппе!I», МО;},llО lIОЛУЧИТЬ ин(рорма
I~lIЮ об аСИ!lптотике при t -+ 00 и, кроме того, богатый набор 
консчно-параметрических семейств решений, соответствующих ко
lIечному :Носителю. Несмотря на аналогию с теР~IодинаМПБОЙ вопи ... 
сании: предельного поведения систем с наследование~I, их динамика 

обладает, скорее, «антитермодпна1IичеСI~П~{И» свойстваl\IП - для та
них систем типпчна самоорганизация. 

ИЗЛО;Rенныи формализм может при:меняться к системаl\1 совер
шенно раЗЛПЧНОll природы: от «эволюции» ыогомодовогоo лазер~ 
BQrO излучения до «самоорганизации» катализатора под действием 
реаhЦИИ [48]. Биологическое происхождение описываемых объек
тов не обязательно, но все же приложения к эволюции живых 
существ I{ажутся наиболее интересными. Чтобы такие приложеНIIЯ 
были воз:мол,ны, необходимо специальное разделение характерных\ 
времен, I~oTopoe феноменологически MOrKHO описывать :как явленив: 
наследования - Cl\{. обсуждение этого вопроса выше. За пределами 
такого разделения времен уравнения Rинетики становятся 06IЦИМИ 
дифференциальными уравнепия~{и, специфика теряется, и придать 
точный С~IЫСЛ разговорам об эволюции п отборе становится трудно. 
В связи с этим, в частности, отмеТИ~I, что популярные рассужде
ния об отборе по СI{ОРОСТП 3ВОЛЮЦlIJI П~IеIОТ ясный смысл в тех 
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и только в тех случаях, когда существуют наследуемые единицы 

(перемениые), определяющие темп изменчивости, но сами суще
ственно не меняющиеся за то время, на протяжении которого ска

зываются преимущества определяемого ими темпа эволюции. На
личие таких единиц может приводить к эффектам (вполне ясным 
с точки зрения теории отбора), которые в «Номогенезе» л. с. Бер
га описывались, как «антидарвинистские». 

Первый вопрос, который возникает при изучении эволюции 
конкретной системы, таков: что на интересующих нас временах 
наследуется? Он не является чисто теоретическим, и решить его 
на ОСПОВ3.1IIIП общих раССУil~дений и математичеСI{I1Х построений 
нельзя. Если iI{е этот вопрос решен (например, описапо простран
ство Х п построен оператор К), то остальное - дело техпики. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ: ЧТО ЖЕ ДАЛЬШЕ? 

+ 

Полученные результаты позволяют назвать проблеi\IЫ, созрев
шие для своего решения. ПереЧИСЛИ~1 те работы, выполнение кото
рых кажется насущной необходимостью. 

1. Анализ сложного и интересного примера ХИl\;Iической реак
ЦИИ, в которой возможны эффекты обхода равновеlСIIЯ, «от начала;) 
(СПИСОR веществ) и «до конца» (детальная кинетика) с термодина
~lичеСRIIМ: анализом «по дороге». Реальным претендентом на роль 
'l'aKoro при:мера является реакция окисления водорода. 

2. Изучение термодинамических ограничений, а также свойств, 
лежащих мея,ду термодинамикой и кинетикой, для систем «peaR
ция + диффузия», илп, точнее, «реакция + процессы перено~а». 

з. Разработка методов проведения ХIl~JИI-\о-техпологичесних 
процессов с ~lаКСИ}IаЛЬНЫ~1 использованием эффентов обхода равно
весия. Кажется весьма вероятным, что наилучшие результаты ~IO
гут быть получены для не стационарной технологии. 

4. IIзлол,ение теории систе~1 с наследование~l, учитывающей 
малую изменчивость, для различных типов простраиств наследуе

мых переменных; изучение и классификация основных типов би
фуркаций в уравнениях ДВИffiения максимумов распределеппя П8-
следуе~IЫХ перем:енных (уравнениях ОХОIIlIна); детальныii анализ 
ЭВОЛЮЦIIII стратегпiI пространствеПIIОГО распределеНIIЯ. 

Автор счел бы свою задачу выполнеПIIоii, если бы пубoJ'Iикация 
книги СТИМУЛIIровала интерес I~ ЭТИ~I пробле~Iам и в Бонечноrv[ 
итоге их решение. 
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